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SIMGE LISTESI

Y| Verilen D uzay: ilizerindeki infinitestimal generator operatorii

I Banach uzayinda birim operator

R(/l,*A ) A kapal1 operatdriiniin A4 6zdegerine kargilik gelen rezolvent kiimesi
T®) Hilbert uzayinda i¢ carpim

Stxr; €)  xx merkezli ve ¢ yarigapl kiire
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ONSOZ
Bu tez, bir parametreye bagl yar gruplarin 6zelliklerinden elde edilen soyut sonuglarin, bazi

kismi tlirevli diferansiyel denklemlerin sinir deger problemlerine ¢6ziim olanag: sagladigini
gostermek amaciyla hazirlanmgtir.

Bu tezin hazirlanmasi stirecindeki biiyiitk katkilarindan dolayir tez damigmanim Prof. Dr.
Mehmet Bayramoglu’na ve aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



OZET

Bu calismada bir parametreye baglt yan gruplarin o6zellikleri incelenmistir.Ozel olarak
kompakt, Hilbert-Schmidt tipli ve analitik yar1 gruplar dikkate alinmugtir.Yan gruplarn
yardimi ile baz1 kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziim formiilleri elde edilmigtir.

Anahtar kelimeler: Banach uzayi, Hilbert uzayl, lineer operator, kapali operator, yar:
grup.
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ABSTRACT

The properties of one parameter semigroups were studied in this thesis.Especially
compact, Hilbert-Schmidt typed and analytic semigroups were taken into
consideration.The solution formulas of some partial differantial equations were obtained
with using properties of semigroups.

Keywords: Banach space, Hilbert space, linear operator, closed operator, semigroup.
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1. GIRIS

Matematik ve fizikte kullanilan ¢ok sayida kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimii
problemi bir parametreye bagh yar1 gruplarin incelenmesine indirgenir.Bundan dolay1 bu
alanda ¢ok say1da aragtirma yapilmug ve gesitli kitaplar yazilmistir.Bu tez caligmasinda
Banach ve Hilbert uzaylarinda verilmis bir parametreye bagli yar1 gruplarin Szellikleri
incelenmigtir.Esas tizerinde durdugumuz yarn gruplar kompakt, Hilbert-Schimidt tipinde ve
analitik yar1 gruplar olmustur.Elde edilen soyut sonuglar gesitli kismi tiirevli diferansiyel
denklemler igin siir deger problemlerine uygulanmistir.Bu konu gok sayida ¢alismada yer
almigtir



2. LINEER OPERATORLERIN YARI GRUPLARI:

2.1 Yar1 Gruplarin Tamimu ve Baz1 Genel Ozellikleri:

t20 olmak tizere T(t) bir H Banach uzaymi kendi igine gotiiren bir lineer siirli operator
ailesini gostersin.Eger agagidaki kosullar saglaniyorsa, T(t)’ye, lineer sinirh operatérlerin yar
grubu ya da kisaca yan grup denir:

i) T(0)=1(Burada I, H’de birim operatérii gosteriyor.)

i) T(tt2)=T)T(R)=T(L)T(h)

iii) t—>0+ iken || T(t)x - x| >0

Eger VxeH i¢in yukandaki (iii) kosulu saglaniyorsa,T(t) yar1 grubu baglangi¢c noktasinda

kuvvetli stireklidir ya da kisaca kuvvetli siireklidir denir.
Not: VxeH igin t—>0+ iken T(t)x—>T(0)x ise, T(t) 0°da kuvvetli siireklidir denir.

Zaten yarn grup olma 6zelliginden, baglangi¢ noktasinda kuvvetli siirekli olma 6zelligi her
t0 i¢in sagdan kuvvetli siirekli olmay1 gerektirir. Bunun i¢in A>0 iken

T({t+A)x - T(t)x = TW[T(A)x - x]

oldugunu goz 6niine alalim.Simdi bir L > 0 segelim.H’de verilen herhangi bir X i¢in (iii)’den,
I TWx]| <c, t< A olacak sekilde bir A bulabiliriz.t < L olacak sekilde her t igin,
t=kA+r, k<(L/A), r<A

Oyle ki;

ITwx| <T@ TEx] < | T@ ||c < yada

V x igin Supo<i<t ||T(t)x|[ <o

ve boylece, diizgiin sinirhilik itkesi geregi,

Supo<i<t | T®]| <M<

yada || T(t) II siurh araliklarda sinirhdir diyebiliriz.Boylece, 0<t <L ve yeterince kiigiik A
igin,

IT@x - Te-A)x]| = | (Ta-ANIT@x - x]|| < M| T(A)x - x| >0 olur.

H’nin, {izerinde T(t)’nin diferansiyellenebilir oldugu yogun bir alt uzayin: bulabiliriz.ilk

olarak, sabit bir xeH ve sabit t > 0 i¢in,

t
y= I T(n)xdn (Burada integral Riemann anlamindadir.)
0



TWy-y= [ (TErAx-Tx)dn= | T(mxdn- [ T(n)xdx

A A A

= [ Tmxdn- [ Tmyxdn = [ Ta)T@xdn- | Tyxdn  olur.

? ° °

Simdi her x i¢in,

1 A A
I ST Tooxdnx|=[| | Tmyxxian|] < Supo<n<a [ T)x-x[| -0

1
A

—>T(t)x-x  olmasi gerekir.

Boylece T(A)Aﬂ

[T(A)x-x ]

D, her x eleman: i¢in yakinsak olacak sekilde, bir alt uzay olsun.D {izerinde,

infinitestimal generator adi verilen agagidaki A operatoriinii tanimlayalim:

T(A)x -x
A

Bu A operatoriiniin lineer oldugu ag¢iktir.Simdi D’nin H’de yogun oldugunu gosterelim:

Ax= lim,,, 2.11)

t
D'nin [ T(n)xdn (2.12)
0

seklinde elemanlar igerdigini géstermistik.Buradan, D’nin, bu tiir elemanlarin olugturdugu

lineer alt uzay1 icerdigi goriiliir. Bu taktirde,
1 t
lim,_, T I T(m)xdn =x olur.
0

Boylece, D’nin H’de yogun oldugu sonucu elde edilir.Buna ek olarak D igindeki bir x i¢in,

T(®)x’in kuvvetli diferansiyellenebilir oldugu ve

d
dt T(tx =T()Ax = AT(t)x oldugu goriiliir.

2.2 Eksponensiyel Biiylime Ozelligi:
Simdi, || T(t)|| igin, karakteristik biiytime 6zelligi kavramimi tanitacagiz.
w(t)=log " T(®) || , t>0 olsun.O zaman, yan grup dzelliginden,

w(t1+) < w(t)) + w(tp)  bulunur.Bu ise, w(t)’nin subadditive olmasini gerektirir.

w()

wo = inf seklinde tanimlayalim.O zaman wy= - o olabilir.



Oncelikle wy’1n sonlu oldugunu varsayalim.O zaman, verilen her € > 0 i¢in bir a bulabiliriz,

w(a)

oyle ki; < wg+ € olsun.
Y

Her pozitif t sayisin1 0 <r<a iken, k bir pozitif tam say1 olmak fizere, t =ka +r geklinde

yazalim. O zaman, V k > ko(g)

w(t)=w(ka+r)< kw(a) + w(r) < w(a) +W(I')<W +8+@ Vk >k, ()
t ka+r  (ka+1) (ka+r)_(a+£) t =0 t 0 (2.21)
k

Gériildiign gibi, kuvvetli stireklilik, || T(t) " "nin her sonlu aralikta siirl olmasini
gerektirir.Boylece, bir Mg segebiliriz, 6yle ki;
w(t) < logM; + t(wote), t £ max (a, ko(g) ) olsun.

Burada, a’nin se¢imi £’a baglt oldugundan, € indisi, sabitin €’a bagh oldugunu gosterir.

Boéylece, her t i¢in,
Wft) < (logtMa) +w,+€e olur. Buradan, (2.22)
wi(t) w(t)
lim, —t— < wopte olur. € keyfi oldugundan, t =W olur.Bu ise,
. w(t) ..
lim, 5 W, olmasim gerektirir. (2.23)

Simdi de wo = - © oldugunu varsayalim.O zaman verilen her N tam sayist i¢in, bir a

bulabiliriz, 6yle ki,
w(a) <-N olsun.Daha 6nce de sdyledigimiz gibi,
a
w(t) (logMy)
¢ S-N+ t sturlamast vardir. 2249

Boylece her N tam sayist i¢in,

im. YO N oldugunu gosterir. (2.25)
t

t—>0

Eger w sonlu ise 0 zaman,

Ve>0icin, [|[T®)] <M. exp(t(wo+e)) (2.26)
eksponensiyel biiytime sinirlandiriimasi elde edilir.

wo’1n sonlu olmadigi durumlarda, (2.24)’den, her N i¢in, bir My vardir, 6yle ki,

IT® || <My exp(-N) olur. (2.27)
(2.26) sinirlandirmast, " T(t) “ <M exp( wot) seklinde kesinlestirilemez.



wo = - olabilecegini bir 6rnek ile gosterelim:

Omnek : [0,1] araliginda siirekli ve 1 noktasinda degeri 0 olan fonksiyonlarm smifini géz

Ontine alalim.Bu sinif Sup normu altida bir Banach uzayidir :
el =Suposes:| O -
Asagidaki sekilde bir T(t) yarigrubu tanimlayalim:

fstt), 0<s+t<1

Tt =g; &)=
0, diger
O zaman, T(t)’nin kuvvetli stirekli, ve t > 1 igin || T(t) || = 0 oldugu kolayca goriiliir.

2.3 Rezolvent :
Re A >0 iken, her A igin, .f e MT(t)xdt integralini tanimlayabiliriz.(2.26)’dan, sonlu

wo ve keyfi € igin,

e * M I Twx| < [|x[|Me exp(- Red) olur. (2.31)
Boylece H’yi,
RMx = [ e*'T(M)xdt, Red>wo (2.32)

bagintis1 yardimiyla kendi igine gotiiren, lineer ve sinirli R(A) operatoriinii tanimlayabiliriz.

Eger wo=- ise, o zaman her A icin R(A) operatdrii tammlidir.(2.31)’den, € keyfi bir
sayl, wo sonlu ve ReA>wy+¢€ igin,

[ROH < M. o ”
— seklinde bir bagint: elde edilir. (2.33)
(Red —wy—¢)
wo’ i sonlu olmadig1 durumda, (2.27)’den, keyfi N sayisi ve Re A > -N olacak sekilde her A
igin,
N+Reh N+Rer

bagintis elde edilir. (2.349)

Buradan, 6zellikle, her kuvvetli stirekli yarigrup icin, Re A yeterince biiyiik olmak tizere her
Aldgin R(A) tammbidir ve
litgen e [RA) || = 0 “dir. (2.35)



Bundan sonra V ReA >wp i¢in R(A) operatoriiniin gériintii kiimesinin A’nin tanim

kiimesi D(A)’ya esit oldugunu gosterelim.Bunun igin agagidaki bagintiy: hesaplayalim:

(T(A)-1)RQ) x = °°j e™ [T(t+A)x — T(t)x]dt
=°] ™ M T(t) xdx - T e™ T(t)xdt

A ©
=- [ eMT@xdt + (1) [ o™ T(oxdt
° A

A

I eM T()xdt—>x  oldugunu biliyoruz.Buradan, A—0 iken,

A—0 iken l
A Y

(T(AA)_I)R(},)X—?-X*‘?\' °'j. e'MT(t)Xd’[

oldugunu sdyleyebiliriz.Bu ise, R(A)’nin goriintii kiimesinin A’nmn tanim kiimesi tarafindan
kapsandiini, ve bunun yani sira

AR(AMx — AR(AM)x=x  oldugunu gosterir. (2.36)
Yani, A’nin gériintii kiimesindeki bir x i¢in,

[T(AZ_ D:' RMA)x = J' e™ diis A)z A Jdt  sonucuna ulagtik.Buradan,

T(t+ A)x - T(Ox _ © [T(A)x - x}
A A

olur ve bdylece her x i¢in esitligin sol tarafi t>0 olmak iizere T(t)Ax’ e yakinsar.Clinkii

- (5=

je—“(T(”A)X"T(t)X)dt ‘min [e™T(Y)Axdt = R(\) Ax ‘c yakinsadigs goriilir.

[T+ A)x - T(t)x
A

~T(t)Ax <c ||t || dir. Buradan,

A

Buise eger x, A’nin tamm kiimesi D(A)’nin elemani ise, AR(A)x = R(A) Ax
olmasini gerektirir.Boylece (2.36)’dan, R(A)x — R(A)Ax=x, x € D(A) ve, A’'nmn
tamim kiimesinin R(A)’min goriintii kiimesi tarafindan kapsandigt sonucuna ulagilir. Yani,
D(A) = R(A) ‘nin goriintii kiimesi olur.Bu, ayrica, A’nin kapali oldugunu géstermek i¢in de
yeterlidir.



Tanim 2.31: T bir sinirlt ve lineer operator, D(T) de T nin tantm kiimesi olsun.Eger,
XX ve Tx,—y iken, x € D(T) ve y=Tx ise, o zaman T’ye kapali operator denir.
T sintrlt bir operatdr ve tanim kiimesi kapali ise T kapal operatordiir. Biitiin uzayda tamml

olan her siirli operatdr kapalidir, ancak tersi dogru degildir.

Eger x, €eD(A) ve Ax,=yn ; X,—X, yp—>y ise, (2.36)’dan, x,= R(A)(AxXy—Axy)
olur.Béylece, x=RA)NAx-y) (2.37)
oldugu goriiliir ve boylece xeD(A) olur.Ayrica, (2.36)’dan,

x-AR(A)x=-AR(A) X’ dir

Buradan,(2.37)’yi de dikkate alarak, R(A)y=AR(A)x=R(A)Ax,xeD(A) elde edilir.
Boylece R(A)(y—Ax)=0 olurFakat 0, R(A)’nin noktasal spektrumu i¢inde yer
almaz.Eger R(A)z=0 ise, ozaman (2.36)’dan z=0 olur.Buisearzuedilen y=Ax
sonucunu Verir.

(2.36) ve (2.37)’den, R(A)’nmn, A kapali operatSriintin rezolventi oldugu
goriilityor.Ileriki kisimlarda bunu belirtmek igin R(A) yerine R(A,A) gosterimini
kullanacagiz.

A’nmn spektrumu Re A <wq yarn diizlemi tarafindan kapsanir.(2.31)’deki  cksponensiyel

formiilii dikkate alinmazsa, rezolvent kiimesi Re A > wg yar1 diizleminden daha biiytik olurdu.

Simdi rezolventin baz1 6nemli 6zelliklerini verelim.A’nin rezolvent kiimesi Re A >wp  yan

diizlemini kapsar.Boyle bir A i¢in, ayrica:

o

L. R(,A)= [¢T(txdt ve limrasoAR(L,A)x=%, xeH olur. (2.38)

Eger xeD(A) ise, (2.36)’den, A R(MA)x—-AR(AA)x=x olur ve soldaki ikinci
terim (2.35)’den dolay1 sifira gider.Ayrica, (2.33) ve (2.34)’den, Reh yeterince biiyiik olmak
tizere her A igin

PRQ,A)| SM <o olur. (2.39)

A’nin tanim kiimesi H’de yogun oldugundan (2.38)’den (2.39) elde edilir.

2. R(A,A)x, x € D(A) elemanlarinm alt uzay1 D(A)’da yogundur.

yeD(A) olsun.O zaman, H’deki bazi x’ler i¢in, y=R(A,A)x oldugunu biliyoruz.D(A)
H’de yogun bir kiime oldugundan, D(A)’da, x=Ilimx, olacak sekilde bir {x,} dizisi
bulabiliriz.Buise, y=1imR(A,A)xX, ve X, € D(A) olmasm gerektirir.O zaman,



R(A,A)" ‘nin goriintii kiimesi her n pozitif tam sayis1 i¢in yogun olur.Bu ise, A™in tanim
kiimesinin yogun oldugunu gosterir.Ciinkii A" in tanim kiimesi R(A,A)" nin gériintii
kiimesini kapsar.Buradan,

Do = NxD(A") ‘nin (yada D[A”]= ,D(A")) H’de yogun oldufunu

gosterebiliriz.Bunun i¢in,

j At M T()xdt, A>w, xeH (2.310)
0

seklindeki elemanlar sinifin1 géz 6niine alalim.Bu smifin yogun oldugunu ve D, tarafindan
kapsandigim gosterebiliriz:

xeD” i¢in T(t) X in sonsuz diferansiyellenebilir oldugu acgiktir.

3. xeD(A) i¢in, limrerseo (A*RMA,A)X-Ax)= Ax olur.Bu esitlik
A’R(LA) X -Ax=A R(A,A) A x “den ve (2.38)’den kolayca elde edilir.

4. Rezolvent esitligi geregi  R(AA) - R(p,A)=(p-A)R(n,A)R(AA)  olur.

<L Mw)
(Reh—w)T

5. "R(/I, AY ReA > w > wy (Sinirlarimiz var.)

ROAAYx = [ [ 0 T TIXT(r, +1, + ... + r)xdrydrz.dr,
olduguicin, & =w—wp segersek, n’den bagimsiz bir M, sabiti i¢in:

-]

JRaTfem. [ Jeroar e, = oM o



3.YARI GRUBUN INFINITESTIMAL GENERATOR OPERATORUNE GORE
OLUSTURULMASI:

Herhangi A > w > wy icin, 'i‘= e™ T(t) operatori, A =A- Al operatorii yardimiyla bir
kuvvetli siirekli yan gruptur.( 1/& operatdrii A operatdrii ile ayni tanim kiimesine sahiptir.)
(2.26)°dan,

"’I‘(t)" <Me™e™ < M oldugunu biliyoruz.

IT®)] sM < G.1)

olacak sekilde bir T(t) yan grubuna simirh yar1 grup denir.Bu durumda wo <0 olur.Bdylece

ReA >0 olan her A icin rezolvent vardir ve buradan

[rG,AY

< % R A>0 olur. 3.2)

Eger M =1 ise, bu yari gruba biizen yar: grup denir.

Teorem 3.1 (Balakrishnan, 1976; Dunford vd.,1988; Hille vd., 1957): A, tanim kiimesi
H’de yogun bir D kiimesi olan kapal: lineer bir operator olsun. A nin bir kuvvetli stirekli

biizen yart grubun infinitestimal generatdr operatdrii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

VA>Oigin A A’nin rezolvent kiimesi iginde olmasi ve "R(X, A)”S % , olmasidir.

Uyar : Teoremin ifadesi, V A > O yerine, yeterince biiyiik her A sekline de uyarlanabilir.

Ispat : Teoremin gerekliligi zaten ispatlanmistir. Bu nedenle biz teoremin yeterliligini
ispatlamaliy1z.Yeterliligi, (3.2)’yi, 0 <M <o olacak gekilde keyfi M igin genellestirerek
ispatlayacagiz.Bunun i¢in problemin bir ters Laplace doniigiimiinii bulmak yeterlidir. Bunun
i¢in de sadece pozitif reel sayilarnn yar ekseni tizerinde direkt doniistimiin degerleri ile

calismamiz uygun olur.
F(p)= [f(t)e™dt

Temel fikir A—> o iken D’deki bir x i¢in, A*R(A,A)x - Ax = Ax  bagmntisim kullanmaktir.
Bu bagmnt1 su sekle uyarlanabilir:

veeDign ARG, AN - R Al < M
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AR(A,A)x—R(A,A) Ax=xolur.Buradan limy e ”)»R(k, A)x — x" =0 ol

D yogun oldugundan ve IP»R(?\., A)" < M oldugundan, yukarida D’deki bir x i¢n
yazilanlar, H’deki her x igin dogru olur.Ozellikle, D’deki bir x igin,
AMRMAA)X-Ax=A[ARMAA) x-x]=ARMA)Ax—>Ax, Ao olur

Sa(t) = e ARWA  oleun. Bu aslinda operatér normuna gore siirekli bir yar1 gruptur.O

halde A— « iken,
Sa)x = e x ~T(t) x, x € D(A) olur.Simdi bunu ispatlayalim:

© 2n o . n
W3 2 R(AA) ¢

Siut)=¢ ! oldugunu biliyoruz. Buradan,

0 R()\:, A)n tn © )\‘Zn tn
IS, ®] <e™ 2. g T t'se™M 2 e =6 eMM=M,

VA>0, t>0 olur.
Simdi, A—> co iken, S;(t)x ‘in yakmsak oldugunu géstermek i¢in, Dunford tasarimini
kullanarak :

$,0x 5, 0% = [£(5), 0, t-9x)ds

t
= | Sy, (8)Sy, (t—s)B)x —B(A.)x)ds  esitligini yazalim.Buradan

B(A) x=AR(MA)x-Ax olur.Buradan ise,

||st x-S, (t)x“ <Mt [B)x ~BO,)x|  olur.

Boylece A’nin tanim kiimesi fizerinde, S)(t) her kompakt t aralifinda diizgiin
yakisaktir.A’nin tanim kiimesi yogun oldugundan ve "Sx (t)" <M oldugundan Sy(t) x,

her x i¢in, her kompakt t aralifinda diizgiin yakinsaktir.Bu limiti T(t) x ile gosterelim.O

zaman, T(t) lineer smirlt operatdr olmak zorundadir.Asinda, |T(9] <M ve VA>0

igin, Sp(t) t’ye bagli bir yar1 grup oldugundan, T(t) de t’ye bagli bir yan gruptur.Diizgiin
yakinsakliktan, T(t)’nin kuvvetli stirekli oldugu sonucu ¢ikar.Artik sadece A’nin
infinitestimal generatdr oldugunu gostermemiz gerekiyor.

A’ , T(t) yar grubunun generatdrii olsun.Oncelikle Sy(t)’nin A’dan bagimsiz olarak

smirlandiriimig bir yar grup oldugunu belirtelim.Béylece, p >0 icin,
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o« ©0

R(u,A")x = Ie""‘ TE)xdt = limy e J- e 'Sy (xdt = limyR(1,B(A)) x olur.Buradan,

LR(p,BA)Y)x-R(pn,BR))B(A)x=x ve boylece A’nin tanim kiimesindeki bir x i¢in,
A—> oo iken limit alinirsa,

pR(WA D) x-RU,A')Ax=x yada R(wA)(px-Ax)=x olur.

yeH olsun.O zaman, x=R(t,A)y A’nintanim kiimesinde yer alir ve boylece

R(u, A")(uR(1,A)y-A R(1,A)y)=R(1,A)y yada R(p, A" )y=R(p,A)y, ye H olur.
Buradan D(A) =D(A’) oldugu goriiliir.

LR(W,A)x-—ARPA)x=X

pRu,A)x-A" R(p,A")x=x oldugu g6z oniine alinirsa,

(A- A)Ru,A")x=0 ve bdylece, Ax=A'x, x € D(A)=D(A’) olur.
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4 HILBERT UZAYLARINDA YARI GRUPLAR:
4.1 Dissipatif Yar1 Gruplar:

Teorem 4.11: A, bir kuvvetli stirekli ve sinirl yar1 grubun infinitestimal generatér
operatorii olsun.O zaman, T(t)" (Hilbert uzaymda eslenik operator) da, A* infinitestimal

generatdr operatorii yardimiyla bir kuvvetli siirekli ve smurl yan gruptur.

Ispat: A kapal operatér oldugundan ve tanim kiimesi yogun oldugundan, A" operatoriiniin
kapali oldugunu ve tanim kiimesinin yogun oldugunu biliyoruz.Ayrica her n tam sayisi icin,
RO, A® P =RMA)™®  A>0 oldugunu da biliyoruz.Buradan,

M

= |[R(7», A“) SF’ A>0 olur ve boylece, A", M sinir1 ile bir

6.

sinirlt yart grup olusturur ve bu yari grup kuvvetli stireklidir. Aslinda Teorem 3.1’den bu yari

grubun, Lim #RAAMMx = [im(FREANH)x = T(t)'x  Szelligi vardir.

Uyari : Yar1 grubun sl olmasi kosulu bu sonug igin gegerli degildir.Bu nedenle, T(t), A
generatorii yardimtyla olusturulmus herhangi bir kuvvetli stirekli yar: grup olsun.O zaman,
A" kapali operatdr olur ve tamim kiimesi yogun bir kiime olur. A*’m tamim kiimesindeki bir

xi¢in, T(s)” A’x operatdrii her simirh aralikta zayif siireklidir Boylece V ye D(A) igin,

[]T(s)* A’xds, y] = ][x, ATEYHs =[x, Ty - y]=[T® x - x,y]

olur ya da D(A) yogun olmak tizere ,

]T(s)'A'xds =T{#)'x~x veburadan, x € D(A") i¢in t— 0 iken "T(t)'x—x" -0
olur.Fakat, A" ’in tanim kiimesi yogundur, ve herhangi stmirl: aralik iizerinde simrhdir, ayrica

Ity

da onun generatdr operatoriidiir. Bir tarafin varligi diger tarafin varligim: gerektirdiginden,

|="T(t)|| *dir.Boylece T(f)  baslangig noktasinda (orjinde) kuvvetli siireklidir, ve A”

R, A*)=R(A,A)° olur.
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Tamm 4.11: Tanim kiimesi yogun olan kapali bir A operattriine, eger, VxeH igin,
[Ax,x]+[x,Ax] <0 oluyorsa, dissipatif operatdr denir.

Uyari: A bir dissipatif operator ise, A" dissipatif olmak zorunda degildir.
Eger bir yar1 grubun infinitestimal generator operatorii dissipatif ise, bu yan grubun dissipatif

oldugunu sdyleyebiliriz.

Lemma 4.11 (Balakrishnan, 1976): T(t), bir H Hilbert uzayinda bir biizen yar1 grup olsun.O

zaman, T(t) dissipatiftir.

Ispat: A, T(t) yan grubunun infinitestimal generator operatorii ve xe D(A) olsun.O
zaman, h(t)=[T(t)x, T(t)x] t’ye gore diferansiyellenebilirdir ve

h'(t)=[ THAx,T(t)x ]+ [ Tt)x, Tt)Ax] olur.

h(t) < h(0) (biizen yar grup.)

Boylece h' (0)<0 yada b’ (0)=[Axx]+][x,Ax]<0 olur.Oyleyse A, dissipatiftir.
Acgikea gortilityor ki, eger A bir kuvvetli siirekli yar: grubun infinitestimal generator
operatdrii ise ve A dissipatif ise, o zaman, yukaridaki ifadeyi ters cevirirsek, yart grubun bir
biizen yart grup olmasi gerekir. x € D(A) ve h(t) yukaridaki sekilde tanimlanmas ise,
bh'(t) = [AT(®)x, T(t)x] + [T(H)x, AT{t)x] <0, Vt=0 olur.

Gortildiigii gibi, eger T(t) A generatdrii ile tamimli bir kuvvetli siirekli yan grup ise,
T'(®) de A" generatoriiile tanimh bir kuvvetli siirekli yar gruptur.

Bir dissipatif operatdriin ne zaman bir infinitestimal generatdr operator oldugu dnemli bir
sorudur. Bunun i¢in A’nin dissipatif oldugunu ve baz1 sifirdan farkli x ve reel bir A icin :
Ax =2Ax oldugunu kabul edelim.O zaman, [Axx]+[x,Ax]=2A[x,x] olmasi, A’nin
nonpozitif olmasini gerektirir. Ayrica, pozitif bir A i¢in, eger, Ax—Ax=y ise, 0zaman
[y,¥] = [Ax-Ax, Ax-Ax] = A% [x,x] - A [Ax,x] - A [x,Ax] + [Ax,Ax] ve boylece

A[x,x] <[y,y] olur.Béylece eger A >0 A’nm rezolvent kiimesinin i¢inde ise, 0 zaman

x=R(A,A)y olur.Buradan,

MIRG AW <9 yada RO, A< - elde edilr

Boylece, eger A’nin rezolvent kiimesi pozitif ekseni igeriyorsa, A bir biizen yan grup

olusturur.
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Teorem 4.12 (Balakrishnan, 1976; Davies, 1980): A dissipatif olsun ve I- A ’nin goriintii
kiimesi tiim uzay olsun.O zaman A bir biizen yart grup olusturur.

Ispat: Ax=x olmasi x =0 olmasim gerektirdiginden, 1, A’nin rezolvent kiimesi iginde
yeralir.0 <A-1 olsun.O zaman, [I+(A-1R(1,A)]" “in 0< ])» - 1|<1 icin Neumann
acilimma sahip oldugunu belirtelim (Balakrishnan, 1976).0yleyse, R(A,A)=R(1,A)[I+
(A-DR(1,A)] olur.

Fakat A rezolvent kimmesinin iginde iken, [AR(,A)|<1 oldugunu biliyoruz.Boylece,

0< —i—— 1<l igin, Y (-D)"(u-M)"R(ALA)", p>r  serisi yakmsaktir.Buradan, A,
1

A’nin rezolvent kiimesi iginde ise, p de A’nin rezolvent kiimesi i¢inde olmalidir, ve

0<p-A<A olur.Bodylece, rezolvent kiimesi pozitif reel ekseni igerir ve
"R(X, A)" < ~71:, A >0 olur.Boylece, Hille-Yosida Teoremi geregince A bir biizen yart

grup olusturur (Balakrishnan, 1976).
Eger A dissipatifise, A" dissipatif olmak zorunda degildir.

Teorem 4.13: A tanim kiimesi yogun olan kapali bir operator olsun.A ve A" m

dissipatif oldugunu kabul edelim.O zaman A ve A" birer biizen yarn grup olugtururlar.

Ispat: Eger A dissipatifise, (I— A ) *nin goriintii kiimesinin kapali oldugunu
ispatlamaliyiz.

xp€D(A)icin Xp— AXq =Yyn, Ve yp—>y olsun.O zaman,

[¥n = Ym > Yo = Ym] = [ X0 — Xm— A(Xn — Xm), X0 — Xm— A(Xn — Xm)]

=[x, - Xnl - {TAGn =X ), Xa =~ X ][ Xa =X, ACn =X )T} + [A(Kn = X ), Ak — X )]
ve A’nin dissipatif olmasindan dolay1, kiime parantezi igindeki toplam negatif olmalidir ve

boylece,

V.- ¥a| yada x bir Cauchy dizisi oldugundan, x limitinin

X, - xmﬂz <

X-Ax =y denklemini saglamasi gerekir.Buradan, (I-A)’min goriintii kiimesinin kapali
oldugu sonucu ¢ikar.Bu goriintii kiimesinin tiim vzay olmadigini farz edelim.O zaman, A’nin

tanim kiimesindeki her x igin, [x-Ax,z] =0 olacak sekilde bir z eleman: bulabiliriz.
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Oyleyse VxeD(A) igin, [Ax,z] =[x,z] olur.Fakatbu, z’nin A*’in tanmim kiimesi i¢inde
yer almasini ve A”z=z olmasi gerektirir.Fakat A" dissipatif oldugundan bunun olmasi
miimkiin degildir.Oyleyse, (I-A)’nin goriintii kiimesi tiim uzaydir ve boylece Teorem 4.12

saglanir.

Sonug 4.11: A’nin tanim kiimesi yogun olan kapali lineer bir operatér oldugunu varsayalim
ve

[Ax,x] + [x,Ax] =0, VxeD(A)

[A"xx]+[x, A"x]=0, VxeD(A") olsun.

O zaman, A, normu koruyan bir grup olusturur.

Ispat: Teoremden, A’nim bir T(f) yarigrubunu olusturdugunu biliyoruz. Yine ayn1 teoremden
(-A) ve (-A") dissipatif olduundan, (-A) da bir yar grup olusturur.Bu yar1 grubu S(t) ile
gosterelim.O zaman, VxeD(A) i¢in, T(t)x, A’nin tanim kiimesi i¢inde yer alir ve bdylece

S(t)’nin de tanim ktimesi iginde-yer alir.Buradan,

—(%(S(t)T(t)x) =S T(t) Ax - SO AT®)x=0 yada S T®)x=x ve,

% (T) S@) x)=-TE) S(t) Ax+T() S®) Ax vyada T()S(t)x=x olur.Buradan,
S(t) = T()" olur.
T(-t)=T(®)" seklinde tanimlayarak, -0 <t<-+ew olacak sekilde bir parametreli bir T(t)

grubu elde ederiz. x = S(t) T(t) x oldugundan, S(t) ve T(t) biizen yar:1 grup olmak

zorundadir.Bu ise,
[x] < IsTx] < Jreox| < x|

olmasim gerektirir.Oyleyse, T(t), I]T(t)xu= ||x" esitligini koruyan normdur.
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5.KOMPAKT YARI GRUPLAR:

Buraya kadar genel olarak kiimelerin i¢inde yart gruplari inceledik. Eger bu kiimeleri
ozellegtirirsek, ve Srnegin operatdriin kompakt oldugunu diistiniirsek, ya da bir
Hilbert-Schmidt operatérii oldugunu diistiniirsek, uygulamalarda sik sik karsilagildig: tizere,
bu 6zellik bir siirii 6nemli 6zelligi de beraberinde getirir (Balakrishnan, 1976).

Tanim 5.1 : Eger Vt>0 igin T(t) operatdrii kompakt ise, T(t) operatoriiniin yan grubuna
kompakt yar1 grup denir.Biz ayrica operatoriin kuvvetli siirekli oldugu durumu
inceleyecegiz.

Bir yar1 grubun kompakt olmasi i¢in gereken kogullarla baslamaliyiz.

Teorem 5.1: Cp smifinin bir kompakt yar1 grubu asagidaki 6zelliklere sahiptir:
i.t>0 igin T(t) diizgiin siireklidir.
il.A, { ox} Ozvektorlerine karst gelen { Ax } noktalarinin sayilabilir bir dizisinden ibaret

saf noktasal spektruma sahiptir ve diizlemin sonlu noktast { Ay } dizisinin limit noktasi
olamaz.

iii.Integralin diizgiin operator topolojisine gére mevcut oldugu yerde

R(,A)= [ e™T(®)dt, ReA>wo olur.

iv.T() pr=¢"k oy
v.V A# A i¢in, R(A,A) mevcuttur ve kompakttir ve
R(MA) 9= @/ (A-Ay)’drr.

Ispat : Oncelikle diizgiin siirekliligi ispatlayacagiz.Bunun igin, sabit t > 0 igin,

{T(t)x, ||x|| =1} kiimesinin, kompaktlik tantim geregi, kompakt bir kapanis: vardir.Verilen
bir € > 0 icin, bu kiime, xx merkezli ve € yarcapli S(xx; €), k=1,2,..n  seklinde sonlu
say1daki kiireler tarafindan ortiilebilir. x| =1 olacak sekilde her x igin,

(TAEA)-T@E) x=(T(A)-DT)x = (T(A) —Dxx + (T(A ) - D(T(t)x — xi)’ dir.

A *y1 byle secelim ki; [T(A)-Dxi <&, k=12,..n  olsun ve

I(T(A) -D(T®Hx - x| < Me, M < oldugundan T(t) diizgim siireklidir.
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L
t>0 igin T(t) diizgiin sirekli oldugundan, V& >0, L>0 igin, [e™T(t)dt integralini L

(H; H) topolojisinde bir Riemann integrali olarak tanimlayabiliriz.(L ( H ; H ) : Diizgiin
operatdr topolojisi.)

Kompakt operatorler uzay: diizgiin operatdr topolojisi altinda kapali oldugundan, bu sekilde

tanimlanan operatdr kompakt olacaktir. Ayrica, ]T(t)" sinrh araliklar tizerinde sinirh

oldugundan, bu topolojide, e— 0 iken, integral yakinsak olur ve eger ReA > wy ise, ayni
topolojide L— o« iken integral yakinsaktir.Buradan (ii)’nin dogrulugu goriiliir. Ayrica,
Reh > wp igin R(A,A) kompakttir.Rezolvent esitliginden, rezolvent kiimesi igindeki her A
i¢in R(A,A) kompakt olur.

A’nin A’nin spektrumu iginde bir nokta oldugunu varsayalim ve ¢ de A’ya karsilik gelen
Ozvektor olsun.Yani A¢ =A¢ olsun.O zaman A’nin rezolvent kiimesindeki herhangi bir
W igin,

R(pu,A)(I-A) ¢ = ¢ = (u-A)R(W,A) ¢ yazabiliriz yada ¢ ’nin R(u,A)’nmn

Ozdegerine karsihik gelen bir 6zvektorii oldugunu séyleyebiliriz. Tersine v ’nin A’nin

rezolvent kiimesindeki bir p icin R(p,A)’nin bir 6zdegeri oldugunu varsayalim.Buna karsi

gelen Ozvektorii ¢ ile gosterirsek,
(M-AR(M,A) @ =9 =py @ - YA yada,

L
Y

v sifir olamayacagindan, ¢ A’nmn 6zdegerine kargilik gelen bir 6zvektordiir.

Simdi, bos kiimeden farkl: olan rezolvent kiimesindeki herhangi bir p i¢in, R(u,A)
kompakttir ve spektrumunda sayilabilir sayida sifir olmayan nokta olmalidir.Bu noktalar1 y

olsun.

ile gosterelim ve  y =
B —Ax

O zaman, tim 7y ‘lar A’nn spektrumu igindedir ve {yy } diizlemin sonlu pargasinda bir
yig1lma noktasina sahip olamayacagindan, sifirdan bagka, {yx} diizlemin sonlu
pargasinda bir yig1lma noktasina sahip degildir.Bu sekilde tanimlanan  {y x } "nin bos kiime
olmast gerektigi kolayca goriiliiyor.Biz, V kigin A =2Ax seklindeki her A’nin A’nin

rezolvent kiimesi iginde oldugunu géstermeliyiz.Bunun igin, 6ncelikle, R(u,A)’nin
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spektrumunun {o; [1/(n-Ax)}  y1 kesinlikle igerdigini belirtmeliyiz.Boylece eger A# 1 ise,

-1—7\, bu kiime iginde degildir.Oyleyse,
}L pa—

[ I(1/p-A)-R(n,A)] = [ I-(u-A)R(w,A)]  sinirh bir terse sahiptir. O zaman, rezolvent
esitliginden,
(I- (- Y R@LA)' R(LA) 5.1)
ifadesi R(A,A)’ya esit olur.Aslinda, (4.1)’deki operatorii L ile gosterirsek, A’nin tanim
kiimesindeki bir x igin,
LAI-A)x =L((uI - A)x + (A - p)x)

=(I- (n- MRWA)! I~ (1- MRWA)x=x olur.
Herhangi bir xeH igin,
(M- A)Lx =@l -A+A-p) RUAI-@-MDRWA) 'x=x  olur.
Buradan su sonug ¢ikar :
A’nin spektrumu ya bos kiimedir ya da diizlemin sonlu kisminda yigilma noktasina sahip
olmayan ve sayilabilir sayida noktalar igeren bir saf nokta spektrumuna sahiptir. Eger {Ay }
A’nin spektrumundaki noktalant ve { ¢} da bunlara karsihk gelen 6zfonksiyonlarin kiimesini

gosterirse,

ARyt
()“—Xk)

limy e[ exp(MR(A, A - AD)] ¢ & = lim;»_m[exp( )] Pr= e @y

oldugundan T(t) ¢ = e @ olur.
Sonug olarak, T(t) kompakttir ve T(t)’nin spektrumu sifir hari¢ tiim noktalari igerir.Ayrica,
bu spektrum sayilabilir bir kiitme olmalidir.Boylece ty > 0’1 sabitleyebiliriz ve y T(tp)’in

spektrumunda sifirdan farkh bir nokta olsun.O zaman, y bir 6zdeger olmak zorundadir. @

bu dzdegere kargilik gelen 6zvektor olsun.O zaman, V t> 0 igin,

T(to)(T(®) ) =T(®) T(to) ¢ = 7 T(t) ¢

olur ya da eger T(tp)’in y ’ye karsilik gelen 6zvektor uzaymi Z ile gosterirsek, V t igin,
T(®), Z ’y1 kendi igine tasvir eder.Ancak Z sonlu boyutlu ve T(t) kuvvetli stirekli
oldugundan, B, Z ’y1 kendi igine gotiiren bir lineer sinirh tasvir iken,
T =€, T(x=ex, x €Y yazabiliriz. ), sonlu boyutlu oldugundan, B’nin
spektrumu bos kiimeden farklidir. Ancak, eger A spektrum iginde bir nokta ise, o zaman,

Z nin iginde Syle bir y elemam vardir ki;
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T v =My, t20 (5.2)
olurve y=¢'tv olur.
(5.2)’den, y’nin A’nm A 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektorli oldugunu biliyoruz.Bu
taktirde;
exp[ (A’nin spektrumu)t ]
T(t)’nin sifirdan farkl spektrumu = (5.3)
exp[ (A’nin noktasal spektrumu)t ]

Kompakt bir operatériin spektramu her zaman sifirt igerdiginden,

T(ty’nin spektrumu = exp ( A’nin noktasal spektrumu )t { 0 } 54

Uyart :  A’min tek noktasal spektruma sahip olmasi yar1 grubun kompakt oldugu anlamina
gelmez.Sadece A’y1 sinirli kompakt bir operator olarak almaliy1z ve eger A simnirli ise ve uzay

sonlu boyutlu degilse, e kompakt olamaz.

Sonug¢ 5.1: Bir H Hilbert uzay: tizerinde kuvvetli siirekli olan bir yar1 grubun kompak;t ve
kendine es oldugunu farz edelim.O zaman H ayrilabilirdir. Bunun yani sira eger H sonlu
boyutlu degilse, Ax—> - o olmak fizere {Ax } reel say1 dizisi vardir ve

A’nin spektrumu = A’nin noktasal spektrumu = {Ax }

T(t)’nin spektrumu = {eM! }U{0}  olur.Ayrica,

wo=Sup Ax olur. (5.5)

Ispat : pu > wy olsun.O zaman, R(u,A) kompakttir ve kendine estir.Sifir bir 6zdeger

olamaz. ¥ bir 6zdeger olsun ve @ da buna karsilik gelen bir 6zvektor olsun.

R(1A) ¢x= 7@k, 7k reel sayn

1
B —Ax

7 sifir olamayacagindan, Yk = yazarsak, Ax reel say1 olmak zorunda

oldugundan ve 2y ’lar A’nin 6zdegerleri oldugundan, Ax <wp olur.Boylece {Ax} dizisinin
tek y131lma noktas1 - o’ dur.Bir kompakt operatoriin sifirdan farkli her 6zdegerine karsihik

gelen 6zfonksiyon uzay: sonlu boyutlu olmalidir ve y ‘lar sifirdan farkli oldugundan H,
{ @ } tabanimna sahip ayrilabilir bir Hilbert uzayidir.Boylece,

T (H)x = ie"*‘ X0 b, ol (5.6)
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Sifirin T(t)’nin noktasal spektrumu i¢inde yer almadigint belirtelim. Tekrar bir j icin
Sup Ax=4;  olur ve A; bir 6zdeger olur.(5.6)’dan,

T(Hx = eht i MM x, 0, b, ve boylece,
1
ITOx|<eM]x| vyada wo<}; olur.Ancak, T(t) ¢;= eM'p; dir.Buradan

T(t)| = exp (Ab); limt_m@‘_(g|| > A; vebodylece wo=2; olur.
! t

Sonu¢ 5.2: Eger A bir yan grup olusturuyorsa ve R(A,A) rezolvent kiimesi A > wy igin

kompakt ve kendine es ise, 0 zaman uzay ayrlabilirdir, yar grup kompakt ve kendine estir.

Ispat : Sifir R(A,A)nim bir 6zdegeri olamayacagindan, H uzay1 ayrilabilirdir ve bu uzay

R(A,A)’ nin 6zvektorlerinin ortonormal tabani tarafindan gerilir.

R(AA) ok=7k ¢k olur.O zaman T(t)x = ZeM [x,(pk}pk, ve eger H sonlu boyutlu
: 1

degilse, lim ¢'=0, t>0 olur.Buise, T(t)’nin kompakt olmasi anlamina gelir. {Ay }’lar

reel olmak zorunda oldugundan, T(t) kendine es olmalidir.

Omek 5.1 :  H sonsuz boyutlu olsun.T(t) kompakt ve kendine es bir yar: grup olsun.O zaman

Ax ‘lar reel sayilar ve  { ¢ i} bir ortonormal taban iken

Ttx =Y ehifo,, xlp, oldugunu biliyoruz. (5.7)
1

Ax—> -0 oldugundan, ¥V t>0 igin:

?I’»k'zez Ak t[(Pk ’X]Z < ”XIIZ Sup |7»k|2 e2Akt< ”x”2 [:_%+ ¢s CMJ ; 7 ,C1, c2 pozitif sabitler

olmak tizere.Boylece, V t> 0 ic¢in, T(t)x A’nin tanim kiimesi iginde olur ve buradan t> 0

icin T(Y)x kuvvetli diferansiyellenebilir olur ve 6zel olarak;

AT(t), t>0 operatorii [AT(t)] = 0(%), t—> 0 ile lineer sinirlt olur.

Omek 5.2 : Diger yandan her kompakt T(t) yari grubumun, “t> 0 i¢in T(x kuvvetli
diferansiyellenebilirdir” geklinde bir 6zelliSe sahip olmast gerekmedigini bir Grnekle

gosterebiliriz.
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Bunun igin H= £, alalim.
T(Ha= {e-n2t+ie“4' any, a=1{a,} seklinde bir yan grup tanmmlayalim. (5.8)

O zaman, carpanlar V t> 0 ig¢in sl oldugundan T(t)’nin bir kompakt yari grup oldugu

kolayca goriiliir.Diger taraftan,
2, . n4 o]
AT(t)a~{ (— n’ +ie1114)e“n e ta,} olurve ¥ (n4 +e2 n4)e— n2 ta2
1

toplam: £ ‘deki her a igin sonlu olmak zorunda degildir.Béylece Vae Higin T(t)a A’nmn
tamim kiimesi icinde degildirBoylece genel olarak t > 0 igin T(a kuvvetli
diferansiyellenebilir degildir.

5.1 Hilbert-Schmidt Yar1 Gruplari :
Go6z oOniine aldigimz kompakt yari gruplarin bir alt simfi dogal olarak Hilbert-Schmidt

operatorlerinin de yari grubudur.

Tamim 5.11 : Bir ayrilabilir Hilbert uzayinda T(t) operatorlerinin bir yar1 grubuna , eger
V t>0igin T(t) bir Hilbert-Schmidt operatorii ise, bir Hilbert-Schmidt (H.S.) yar grubu

denir.
Biz ¢alismamizda yan grubun kuvvetli siirekli oldugunu varsayacagiz.

Bir T(t) yan: grubu igin, T>c>0 igin T(t) bir H.S., fakat t<cigin T(t) bir H.S.

olmamast miimkiindiir.Ornegin, {¢@} bir ortonormal taban iken sadece

T)x = Z g o [x,q)k}pk operatoriinii tanimlamaliyiz.Burada c=% oldugu kolayca goriitiir.
1

Eger yan grup kendine es ve kompakt ise, ve ayn1 zamanda

Y eMi<oo,  {A} = A’nin spektrumu ; t >0 ise, yar1 grubun bir H.S. oldugu agiktir Kendine
1

es olma durumunda kosul ayrica gereklidirKendine es olma durumunda yam grubun
H.S.olmasi i¢in rezolvent tiiriinden bir yeter kosul bulabiliriz.

T bir kompakt operatér olsun.Bu taktirde T" T  operatorii kendine es ve nonnegatif bir
kompakt operatordiir.
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Teorem 5.11 (Balakrishnan, 1976; Kato, 1980): H ayrlabilir bir Hilbert uzay1 olsun.A,
kuvvetli siirekli ve kendine es olan ve rezolventi R(A,A) olan bir T(t) yarn1 grubunun
generatorii olsun.O zaman yart grubun bir H.S. olmas: igin bir yeter kogul, A > wp igin

R(A,A) rezolventinin kendine eg ve H.S. olmas:idir.

Ispat : A>wp igin R(A,A)’ nin kendine es ve H.S. oldugunu farz edelim. { ¢y},

R(A,A)'min 6zvektorlerinin olugturdugu tiim ortonormal sistemi ve ik da bunlara karsilik

gelen 6zdegerleri gostersin. Goriildiigii gibi, bu, k= iken {@}’larn A’nin A

A=
Ozdegerlerine kargilik gelen 6zvektorleri oldugunu belirtir.O zaman {Ay} reel olmalidir ve

rezolvent esitliginden, rezolventin kendisi rezolvent kiimesi tizerinde bir H.S.’dir.Ayrica,

o

T®) ox=eM'o, ve Y [TOP,, TMo,]=2 e dir
1

1

Fakat R(A,A) H.S. oldugundan, G <o ve Ax sonunda negatif oldugundan,
)

Z Ai>> o olmalidir ve boylece yeterince bilyiik n igin, t’den bagimsiz,
1

D MY 2322 <o yada T(t) H.S. olur.

Bir yar1 grubun H.S. olmast i¢in, rezolventin H.S. olmas1 gerekmez.Ayrica, rezolvent H.S.
iken yari grubun H.S. olmasi da gerckmez.

Sonug olarak eger bir T(t) yart grubu H.S. ise, o zaman bu yarn grup otomatik olarak
niikleerdir. Her T(t), t > 0 operat6rii, iki H.S. operatoriiniin ¢arpim seklinde yazilabildigi

igin niikleerdir.

M =T()T(;)
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6.ANALITIK (HOLOMORFIiK) YARI GRUPLAR:

Lemma 6.1 : Bir T(t) yart grubunun kuvvetli diferansiyellenebilir oldugunu farz edelim.O

zaman,

Vt>0veVxigin T({t)xeD(A™) veayrca, 6.1)

T()x, ::n T(t)x=A"T()x ile sonsuz kuvvetli diferansiyellenebilirdir. (6.2)
t

Ispat : Vt>0igin, Tt+ A)x-T(t)x=(T(A)-I) T(t) x oldugundan, verilen kuvvetli
diferansiyellenebilir olma 6zelliginden, T(t)x’in A’nin tanim kiimesine ait oldugu anlagilir ve
d/dt T(tx = AT(t)x olur.Tekrar, T(to)x A’nin tanim kiimesine ait oldugundan, 0 <ty <t
icin AT(t)x = AT(t — to) T(to)x = T(t — to)A T(t9)x olur.Bdylece AT(t)x A’nin tanim
kiimesine ait olur.Bu sekilde devam edersek ,tiimevarim yontemi ile (6.1) ve (6.2)’yi elde

ederiz.
Tanim 6.1: T(&) operatorlerinin bir yari grubuna eger bu yari grubun iginde taniml

bulundugu bir 6;<arg £ <0,, - gs 0,<0<6, < +—72£ bolgesi varsa ve asagidaki

kosullar saglamyorsa, H(8i, 6,) smiflarinin analitik (holomorfik) yari grubu denir.

L T(E1+E2) =T(E)T(E2)
it. VxeHicin T(E)x verilen bolgede analitiktir.

iii. VxeHigin her kapah alt bolgede , [E| - 0iken |T(¢)-x|—>0

Bir analitik yan grup tammli oldugu bolgedeki her & igin (6.1) ve (6.2) o6zelliklerine
sahiptir.

Lemma 6.2 : Her kuvvetli stirekli, kompakt, kendine es yari grup, bolgedeki her £ igin
T(&) kompakt kalmak sartiyla H('§’+§) smifina ait analitik yan gruplara kadar

genisletilebilir.

Ispat: {4} bir ortonormal taban iken (5.7)’den
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Tt)x= Y eM[x,0,Jp, olur ve ispat kolayca anlagilir.
1

Bolgedeki her & igin -§< arg §<§, T(E)x= Z ehid [x,(pk }pk operatoriinii

tanimlayalim.Eger {A} bir sonlu dizi degilse, V& igin, limy Sup ¢h',v=Re&
oldugundan, yukaridaki T(&)x operatérii bir kompakt operatdr tanimlar.Ayrica, agik

aralikta yar1 grup 6zelligi saglanir. Bunlarin diginda, &, kapali alt bslgede tanimli bir dizi
iken,

”T(F,n)x -X 2 = Z.::Ie"'kén —IIZI[X’(Pk]z olsun. (6.3)

O zaman, eger £, =] &, | ¥n  ise, <9 <§ olmalidir.

WVa

€n =0 olsun.O zaman (6.3)’deki her terimin sifira gitti§i agiktir. Buradan, eger {Ay}’larin

sayis1 sonlu degilse, bazi N tanesi hari¢ hepsinin negatif olmasi gerektiginden,

£ o

Il — ghidn olur.Buise, Vk>N i¢in sinirlidir.Bu ise

<l lem

< l] + e)\-k

(6.3)tin sifira gittigini agikga ispatlar.

Simdi analitikligi ispatlayalim.Bunun i¢in x, yeH olsun.O zaman V n i¢in ;

> etfx,0,[y.0,] (6.4)
1

toplaminin verilen aralikta analitik oldugu agiktir K, verilen agik araliim kompakt bir alt
kiimesini gostersin.

[T(&)xy] olsun. (6.5)
K’daki her § igin (6.4), (6.5)’e yakinsar. VE €K i¢in Re& > v> 0 oldugundan bu
yakinsamanin diizgiin yakinsama oldugu anlagilir. Béylece, Ax’y1 negatif yapan yeterince
biiytik her n i¢in

g M 0.[y.0,] < Z::I[x,cpk]l[y,(pk]

Boylece verilen agik aralikta (6.5) analitik olur.Bolgemiz basit bagimli oldugundan her x

igin T(&)x analitik olur.

Her kompakt yan grup bir analitik agilima sahip olmak zorunda degildir.(5.2) 6meginde de
goriildiigh gibi,bir kompakt yart grubun kuvvetli diferansiyellenebilir olmasi da gerekmez.
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Aslmda bu 6rnekte tanimm biraz genisletirsek, lemmada yaptiZimiz gibi, boyle bir agilimin

yalmzca Re&> 0 igin miimkiin oldugunu, pozitif reel ekseni kapsayamayacagini goriiriiz.

Simdi analitik yan gruplarin 6nemli 6zelliklerini inceleyecegiz:

Teorem 6.1 (Balakrishnan, 1976; Kato, 1980; Yosida, 1980) : T(t)’nin H(8;, 05)
tiirtinden bir analitik yar1 grup oldugunu varsayalim.O zaman dyle sonlu M ve C> 0 sabitleri
bulabiliriz ki;

[cr A" T@)]| <niM; 0<t<1, Vo1 (6.6)

Ispat: x,y €H olsun. 8;< 08, oldugundan, [T(&)x,y]’nin analitik oldugu aralik,
01<-B<argf<+0<0,, 6>0

seklinde bir aralik igerir. x ve y’ den bagimsiz olan bu arali1 S olarak, kapanigini da S
olarak adlandiralim.O zaman herhangi sabit t > 0 i¢in, t merkezli olan t sin® yarigap

cemberi analitiklik bolgesi tarafindan tamamen kapsanir.Boylece Cauchy temsilinden, T

cemberin ¢evresi olmak iizere,

[ T(t)x,y] = j [ree Y]dg olur (Balakrishnan, 1976). (6.7)

T (é tn+1

Analitik yari gup tammindaki (iii) kosulundan, [£]<2; &eS igin [|T(E)| smurh

[A"T(t)x, y]

olur.Bu smir1 M ile gésterelim.O zaman (5.7)’nin sag tarafi:

6
2 I [T(t +1e )X Y (exp(—in6nb)) ; r=tsin6 seklinde yazilabilir ve bu sag taraf
1

M Ixllly] ile smirhidirBoylece [|C*t"A"T()|| <n!M, C=sin 8 olur.Teorem

( tsine)n

ispatlanmuistir.

Sonu¢ 6.1 : T(t) analitik yar1 grubunun kapali alt araliklar iizerinde simirh oldugunu
varsayalim.O zaman &yle pozitif bir ¢ sabiti bulabiliriz ki;

vt |ctAT®)" || <M, n>1 (6.8)

Ispat : Oncelikle smuirliligm bir sonucu olarak teoremin ispatindaki M’nin, teoremin kapali
S aralif igin gegerli olacak gekilde segilebilecegini belirtelim.Buradan (6.6)’y1 her L igin,
M sabiti ile L’den bagimsiz olacak sekilde
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<aM, 0<t<l; n>1 6.9)

]
< (B-jM olur.
nn

Teorem 6.2 : T(t) yan grubunun kuvvetli diferansiyellenebilir oldugunu ve bazi c ve M

[(isin)” a*1c0)

Buradan, (6.8)’de c=sin6 alarak,

|(tsinesinoay] -

(tsin)” AnT(nt)l' = ll(inj (ntsing)” A" T(nt)
n

sabitleri igin,

lctaT®)) <M, n=1, t>0 (6.10)
bagmtisim sagladigimi varsayahm.O zaman T(f), 0=-0,= 0,=tan"(ce’)  olmak iizere
H(0;, 02) tipinde bir analitik agilima sahiptir.Ayrica analitiklik bolgesindeki her kapali alt
aralikta yart grup smirlidir.

ispat : 0=tan’(ce™),0< 0 < % olmak tizere S, -O6<arg £< 0 bolgesini gdstersin.

E=t+re®, r=tsinv, 0<v<®9 (6.11)

)
(iAT(i)) n
31} n

olacak sekilde Vt ve V & icin, n>1 olmak iizere,

k=07 w10 {3 JeCm) el

1 ol

( ) (smv)
(6.10)’dan dolayr:

< M(“:") < ((Sm)) (%%)_) — M(cos)" 6.12)

n A" ()

Boylece Z(F, t)
her & igin:
T(&)x = Z(c% t)

(6.12)’den, || T(&)|| <M/ (1-cos8) oldugunu biliyoruz.(6.12)’den (6.11) bigimindeki
her kapali dairede

serisi operatr normuna gére yakinsak olur.(6.11)’i saglayan

CCOLC I 6.13)
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© -t n
Z(é—", ) [AnT(t)X, y] serileri diizgiin yakmnsak oldugundan, V x,yeH ve (6.13) ile
[} n

tamimlanan T(&) fonksiyonu igin

[T(E)x,y] (6.19
S bolgesinde analitiktir.Boylece, (6.13) bagmtis1 S bolgesinde analitik olur ve T(&)x de
aym bolgede analitik olur.Son olarak, yar1 grup olma 6zelligi iistel kuvvet serilerinin ¢arpimi
yolu ile ispatlanabilir.

[vil,|val < 0 olmak iizere,

§1=t1+rlei§, =1t sin v

Er=th+tm e‘&: , 1, =1, sin v, olsun.O zaman, (6.13)’den,

T(&1).T(E2) = ii (é’;l tl)ﬂ (€2 2 )ﬁ A" T(t + t5)x

o (g +& ~(t1+tz)"
=20:(1 P = )

APT(t1+1p2)x  olur.

> (‘tvl tl) (§2 tz) (§1+§2 25 tz) esitliginden yararlandik.

m+n=p p

Uyan : T(t) analitik bir yan grup iken, t> 0 icin,

ve A"T(t)’ye esittir.Ozel olarak bu T(t)’nin t> 0 igin diizgiin stirekli olmasm gerektirir.
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7.YARI GRUPLARA BAZI ORNEKLER (Balakrishnan, 1976) :

Omek 7.1 : gti-l- % =0, f(0,y) veriliyor ve t >0 oldugu biliniyor.f(0,y)
diferansiyellenebilir olmak {izere bu problem, f(t,y) = f(0,y-t) gibi bir genel ¢6ziime
sahiptir.Bu 6rnegi bir soyut kitmede deneyelim.Oncelikle uygun bir fonksiyon uzay:

segmemiz gerekiyor.Iki durum varsayalim:

@) H = L,[-0,0] olsun.Operatér A olarak kabul edilirse, diferansiyel operatér
A~-0/0y olur.

A’nin  tanmm kiimesi, Ly[-0,00] dahil tiim f(.) fonksiyonlarmmn sinifi olsun, 6yle ki
tiirevleri de L,[-0,00] ‘a ait olsun.O zaman A yogun tanim kiimesine sahip kapali lineer bir
operatdrdiir.A’nin spektrumunu bilmek ¢ok Snemlidir.Bunun igin

f.g € Ly[-0,00] , feD(A) igin Af+f =g

dekleminin ¢éziimlenmesi ile ugragalim.

Af=-f" iken, f{y)=c"f(0) ¢ Ly[-o0,0] olur bu ise, A’nin noktasal spektrumunun
bos oldugunu gosterir.Nonhomojen esitligi diigiiniirsek, Fourier transformianm kullanmak en
iyi yoldur.f(.)’nin Fourier transformunu  y(w) ile gbsterirsek, bunun sadece

Y(w) = yg(w) /A+iw esitligini saglamasi gerekir.Bu ise A’nin reel kismt sifirdan farkli

iken A’nin rezolvent kiimesi iginde oldugunu gosterir.Diger yandan, rezolvent kiimesinin agik

olmast gerektiginden, A’nin spektrumu sanal eksenden ibaret olmalidir. Buradan,

2

, g™ i
A>0 igin, [R(A)g = [ ;Jr dw < “flzl ya da ||R(x,A)g||sI!?Lgel—l:| olur.

Hille-Yosida teoremi A ve - A icin saglamr.Bu nedenle A biizen operatorlerin bir yan
grubunu olugturur.$imdi yar gruba yaklagimin nasil gergeklestigini gésterelim:
cARGANE 450 A >04n  Fourier transformu:
ATty (1) o RN Iy dir ve A—> oo iken, bu transformun
™y (w)'ya yaklastigi aciktir. Bylece T(t) yarigrubu bizim istedigimiz gibi
T)f=g
Gy)=fy—-t), -o<y<ow seklinde tammlanir.Burada x (t) = Ax(t) soyut esitligi
A’nin tanim kiimesinde verilen her x(0) baslangi¢ noktasi igin tek ¢dziime sahiptir.A’nin

tanim ktimesindeki f(.) icin f(y —t) fonksiyonu da A’nin tanim kiimesindedir ve bu nedenle
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f(y — t) fonksiyonu mutlak siireklidir ve y noktasinda noktasal kismi diferansiyel denklemi
saglanmir.R(A,A) icin

o«

R, A) = J-e‘“ T(H)fdt formiiliiniin dogrulugunu gosterebiliriz.
0

R(A,Ay'nin goriintii kiimesi A’nin tanim kiimesi iginde oldugundan, buna karsilik gelen

fonksiyon mutlak stireklidir ve

«0

ROLA=h h(y)= [¢™y-t)dt

0

oldugunu biliyoruz.Bunun ise 6nceki ile aym sonucu verdigi kolayca goriiliiyor.

(i)  Simdi farkli bir uzay ele alalim: H =1L, [0,%0]

Eger (i)’deki gibi yaparsak ve tanim kiimesi tiirevleri H = L, [0,c0]’da yer alan f{.)
fonksiyonlarindan olusan A operatérlerini -0/0y olarak alirsak, Af + f£'= 0 gibi bir problem
ile kargilasiriz.

Bu problem f(y) = ¢™f(0) gibi bir ¢oziime sahiptir ve tiim pozitif A degerleri i¢in bu
fonksiyon L; [0,0]’a aittir. Yani pozitif A’lar A’nin 6zdegerleridir.Boylece goriiyoruz ki; eger
bir soyut Cauchy problemine karsilik gelen kismi diferansiyel denkleme ¢6ziim artyorsak,
0/0y igin bir sinirlama tanimlamak zorundayiz.Genellikle, tanmim kiimesinin yogun olmasi
kosulu altinda bile, bir gok kisitlama olabilir.Byle bir durumda eger f(0) = 0 kosulunu
eklersek, yukaridaki ¢oziimden kurtulmus oluruz.Béylece,

DA)=[f]|f(0)=0 ve f(.),f' ()e L,[0,0]] olur.D(A)’nin yogun oldugunu ve
A~-0/0y operatdriniin kapal oldugunu biliyoruz.O zaman,

Af+ f'=g seklindeki bir denklem X >0 igin

y

fy)= [0 0g(E)de,0<y<w, 0<i

0

gibi kesinlikle A’nin tanim kiimesi i¢inde yer alan tek bir ¢6ziime sahiptir ve bunun Fourier

transformu:
. fe™ g(y)dy
Y, (W) = fe —iwyfly)dy=2—, 1>0

A+iw

0

scklindedirve ||f]] < |lg]]/A, A >0 olur.Simdi Hille-Yosida teoremini uygulayabiliriz :

Oncelikle R(A,A)"g’nin Fourier transformunun



30

o

[e™ g(y)dy

0

—(?»—')T seklinde oldugunu belirtelim.Ayrica exp [ A’R(A,A)t | g’ nin Fourier
+iw

transformu da
([e™ g(y)dy)eh ™ seklindedir.
0

O zaman, T(t), A operatorii ile olusturulan yari grup olmak tizere, T(t)g’nin Fourier

transformunun

g™ je"wy g(y)dy = je“‘w g(y —t)dy oldugu kolayca gériiliir. Buradan
t

0

gly-t),  t<y
h(y) = - iken T({)g=h olur

0, 0<y<t
Bu 6meklerin her ikisinde de f{y)=0, y>A aldigmmizda, A>0 igin,
| T(A) - 1] = Suppsj=1 [ (TA) - Dff| = v2  olur.Bunun yam sira, benzer sekilde V t> 0
igin ve sabit A> 0 igin, || T@+A)—T@®| = V2 olur.
Bagka bir deyisle, V t>0i¢in T(t) diizgiin siirekli degildir.O zaman 6zel olarak yari grup
kompakt degildir.Ayrica her iki durumda da ((i) ve (ii) durumlarindan soz ediliyor.) x = Ax
denklemi,A’nin tanim kiimesinde olmayan bir x(0) i¢in ¢6ziime sahip degildir.(ii) durumunda
A’nm spektrumu  Re < 0 yari diizlemidir.(Burada ayrica, A ve A”m dissipatif oldugu da

ispatlanabilir.)

Ornek 7.2 : (Is1 Denklemi) Farz edelim ki; verilen £(0,x) ve t > 0 icin,

2
%=§x—£—’ -o<x<ow ve t=20 igin f{t,.)eLly[-0,00] olsun.Burada ilk olarak
62
A—y, A’nm tanim kiimesi, f'(.) ve f"(.)e Lp[-00,00] olacak sekilde tiim

f(.)e Ly[-0,00] fonksiyonlarmni igersin.Bu ise,

f(L) £0)?

jf( O (X)dx +——2 Ve

(T[f(x)f’(x)ldx)z < mj[f(x)lzdx Tﬂf’(x)rdx ‘den dolays,

f(—o0) = f(+0) = 0 = f{(—0) = {{+o0)
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olmasimi gerektirir.Oyleyse bu tamm kiimesi yogundur.Oyleyse A kendine estir ve kismi
integrasyon ile A’min dissipatif oldugu kolayca goriilir.Bu ise A’nin bir biizen yar1 grup

olusturdugunu gosterir.Ayrica kolay sekilde goriiliir ki:

. © a2n oen
ol ROGIE Z)‘—Rﬁ’—A)—tf ’in Fourier transformu;:
0

n!

© xZntn 1 2 . 2
— W (W) = A MWy (w)

0 ()\. + w2 )n n!
Oyleyse T(t) yan grubunun Fourier transformu:

lim, ,, eM™WI My (W)= ("W )y, (W) seklindedir.Buradan,

1 XZJ .
exp| —— | iken,
Varnt p( 4t

T@®f=h,  hE)= TG(t;y—x)f(y)dy olur.

G(t;x) =

Eger f nonnegatif ise, T(t)f de Syledir.O zaman yari grup pozitifligini korur.
Eger f(.) nonnegatifise ve f(.)e L,(—w,) ise ve g=T(t) ise, g(.)e L,(-o,0) ve,

oj.g(x)dx = o]-f(x)dx olur.

Boyle bir yar1 gruba transition yar1 grubu denir.Bu yar1 grup Markov proses teorisi igin ¢ok
6nemlidir (Balakrishnan, 1976).Ayrica, V £ ve V t>0igin f ¢ D(A) olmasina ragmen

T@tf e D(A) yada T®)f € D(A®) olur.Ayrica,
e+ aye —Teoye]| = wj(e"ZtW’)[e- Aw?_ l]z s (W)Iz dw  oldugundan

lim, o [T(t + A)f - T(t)| >0, Vt> Oolur.

A’nm spektrumu tiim negatif yar diizleme esit oldugu halde, yari grup kompakt degildir.

Ornek 7.3 : (Sifir Potansiyelindeki Bir Tek m Kiitle Parcasi I¢in Schrodinger Denklemi)

2 A2
ihgz_éh—glg’ —o<x<w, i=+-1
m ox
2
ﬂ\ljl dX=l,

Ornek 7.2°nin degisik bir halidir. H = L, (—o0,%) ve
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i g
2m 6x2

<

“dir.

=p dersek,

gl= 212

2
A~ip56)—(3, DA)={f|f,f" 'ler mutlak siirekli ve f,f"eH}

O zaman VfeD(A) igin [Af,fl+ [FAf]=0 olur.Ayrica A’ =—A dir.Boylece
Teorem 4.13’den, A bir biizen yar grup olusturur, ashinda bir grup olusturur.

lim, , M RAMME s T(Of oldugunu biliyoruz.

(exzm(‘*)‘ f )’in Fourier transformu e(7~2”7"+iW2”) v,(w)  seklindedir.Buradan T(t)’nin
Fourier transformu:

e WPy (w)  seklindedir.

Irof]=|

fl,. ~ TMf=h,
h(y) = J gty —x)f(x)dx  oldugunu zaten biliyoruz.Oyleyse artik T(t) yar1 grubu t > 0

icin diizgiin stirekli degildir ve V t>0 igin smurli bir terse sahip oldugundan T(t) kompakt
degildir.
Sonsuz boyutlu bir Banach uzaymmda tanimli bir lineer smirli opertdriin tersi varsa bu

operatdr kompakt olamaz.

Ornek 7.4 :( En Basit Bir Boyutlu Dalga Denklemi )
1(0,x) = fi(x),

%tf- (0,x) =f,(x) olmak tizere

2 2
gt—zf = S—X-E— . ~o<x<ow, t>0 geklindedir.
f1(.), £2(-)e Ly[~c0,00] olsun.
1, (t,Xx) = % ,  Mtx)= % diyelim.O zaman denklemi,

(%) _ony(tx)  any(tx) _ on (%)

seklinde diizenleyebiliriz.
ot ox ot 0x
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Buradan, 7 (t,x), bilesenleri 1;i(t,x), m2(t,x) olan siitun vektorii géstermek iizere,

o 2
ox
A= iken, %=Ann(tx) yazabiliriz.
= 0
- J

Boylece A operatdrii, H = Lj[-0,00] x L[-0,00] Hilbert carpim uzayinda tamimli, tiirevleri
de H’de olan [n(x), n2(X)] siitun fonksiyonlarimin smift {izerinde tanimh olur.A

dissipatiftir:
of, of, . o
[Af,f]= g,f2 + g,fl =0 oldugundan, [Af,f]+ [fAf] <0 ‘dir.Oyleyse, D~8/8x

iken Af— A f=g fonksiyonu,

Dfi=Af,—-g

Df, = Af; — g1 ‘e karsilik gelir.

V A icin bubagmtmin V geH igin H’de bir tek ¢dziime sahip oldugu agiktir.Ozellikle
(I-A) gorintii kiimesi uzayn tamamina esit ve A dissipatif oldugundan, Teorem 4.12
geregi A bir kuvvetli stirekli biizen yar1 grup olusturur.

Yani feD(A) igin, %[T(t)f,T(t)f]= 0 olur

A’nin tanim kiimesi yogun oldugundan, V f eH igin ||T(t)f||=|| f|| olur.Bu ise, T(t)’nin
bir izometri oldugunu gosterir.Yani, V t igin T(t) bir smurh terse sahiptir.Buradan ya

Fourier transformunu alarak yada e*"yi hesaplayarak,

Tll(x+t)+111(x—t)+ﬂz(X+t)—le(X-t)
2 2

Tty n = bulunur.

LE+)+N,E- nE+H)-nE&-Y
2 2
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Omek 7.5 : (Kompakt Yan Gruplar ) H = £, ( Kareleri toplanabilir dizilerin uzay1 )
olsun.Bir ae ¢, igin, o= {a,} diyelim.{A,} herhangi bir say1 dizisi ve -e <Re A, <w <o
olmak tizere T(t)a = %:Man} seklinde tamimlayalim.O zaman T(t), Aa={Aqa,} olarak
verilen A generatorii tarafindan olusturulan bir kuvvetli stirekli yar gruptur.

[T®) oubl=Y e™a,b, =Y a,(™b,) =[a, T®b] oldupundan T(t)"T®a={e™"a,}
olur.Ayrica, v,=ReA, iken, T(t) T(tjo={e>"a } =T(E)T(t) o’ dir. T(t)’nin kompakt
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul:

limSupe™ =0, t>0 yada limSup v,=-© olmasidir.

T(t)’nin H.S. olmast i¢in gerek ve yeter kosul:

Vt>0 igin Z e™' <o  olmasidir.Bu ayrica yan grubun niikleer olma kosuludur.
1

(Va=- Jn alirsak kendisi H.S. olan fakat rezolventi olmayan bir yar1 grup elde ederiz.)
Boylece her ayrilabilir Hilbert uzay: {izerinde kompakt ve H.S. yan gruplar elde

edebilecegimizi goriiyoruz.

Kismi diferansiyel denklemlerle olusturulan kompakt yar1 gruplar icin daha ¢ok ugragsmak
gerekiyor.Bunun igin herseyden oOnce denklemin tanim kiimesinin kompakt olmast
gerekir.Boylece 1,[0,27t]=H kabul edebiliriz ve denklem:

f(0)=1f2xn)
f0)=f(2xn)
%=g;—£, 0<x<2m, t>0 scklinialir.

2

0 .
A~—, A’nm tamim kiimesi :
ox

D=[f|f, f' mutlak siirekli, f,f()eL,(0,2n) ve f(0)=£f2=);f’ (0)=f" 2=n)]
oyleki feD igin;
2 27
[Aff]= [EOfDdt=- [FOfE) dt=[f Af]1<0
0 0
Bunun yam stra A’nin kendine es oldugunu biliyoruz.Béylece Teorem 4.13 geregi, A,

kendine es operatodrlerin bir biizen tasvirini olugturur.Verilen herhangi bir g(.)e L(0,27)

igin,
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2%
g, = P jg(x)e“i""dx olsun.O zaman, Fourier katsayilan yardimsyla f{.) fonksiyonunu
7 0

tanmimlarsak:
fx) = Zlg—"zem olur.Seriler noktasal yakinsaktir ve f(.)’nin A’nin tanim kiimesi i¢inde
- 1+ 10

oldugu ve f—Af=g oldugu onceden biliniyor.Eger ¢, (x) =™ ise, ¢o() A’nin tamm

kiimesindedir ve,  T(t) ¢ 5= e““zt(pn , ve ©@p’lerde A’nmn 6zfonksiyonlaridir.O halde
{9 4}’y1 bir ortonormal taban kabul ederek, T(t) yarigrubunun H.S. oldugu gésterilebilir.
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SONUCLAR

Sonug 1: A’nin tanim kiimesi yogun olan kapali lineer bir operatdr oldugunu varsayalim ve
[Axx] + [x,Ax] =0, VxeD(A)
[Ax,x]+[x, A"x] =0, VxeD(A") olsun.O zaman, A, normu koruyan bir grup olusturur.

Sonu¢ 2: Bir H Hilbert uzay: iizerinde kuvvetli siirekli olan bir yar1 grubun kompakt ve
kendine es oldugunu farz edelim.O zaman H aynlabilirdir. Bunun yam sira eger H sonlu
boyutlu degilse, Ax—> - « olmak iizere {Ay } reel say1 dizisi vardir ve

A’nm spektrumu = A’nin noktasal spektrumu = {Ag }
T(t)’nin spektrumu = {¢M!}U{ 0}  olur.Ayrica, wo= Sup Ay olur.

Sonu¢ 3: Eger A bir yar1 grup olugturuyorsa ve R(A,A) rezolvent kiimesi A > wp igin

kompakt ve kendine eg ise, 0 zaman uzay ayrilabilirdir, yar1 grup kompakt ve kendine estir.

Sonug 4: T(t) analitik yar1 grubunun kapals alt araliklar tizerinde sinirli oldugunu
varsayalim.O zaman &yle pozitif bir ¢ sabiti bulabiliriz ki; V t, " (ctAT(®)" ” <M, n21
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