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OZET
Bu tezde; seriler, kuvvet serileri ve serilerle ¢oziim konulan ele alinmigtir.

Ikinci boliimde, serilerin yakinsaklhigi ve iraksakligi, serilerin yakinsaklik ve iraksaklik
testleri, alterne seriler, mutlak ve sarth yakinsaklik konulan incelenmigtir. Ayrica bu
konularla ilgili 6rnekler verilmigtir.

Ugiincii  boliimde, kuvvet serileriyle ilgili tamimlar, kuvvet serilerinin yakinsakhif ve
wraksakliginin bulunmas:1 ve kuvvet serilerinin tirev ve integrali verilmistir. Ayrica bu
konularla ilgili 6rnekler verilmigtir.

Dordiinci boliimde fonksiyonlarin seriye agilimu ile ilgili Maclaurin serisi, Binom Formiilii ve
Taylor Serisinin genel ifadeleri ve bunlarin kullanimu ile ilgili 6rnekler verilmigtir.

Besinci boliimde, degisken katsayili lineer diferansiyel denklemlerin serilerle ¢6ziim
metodlari, Bessel Denklemi, Bessel Fonksiyonlart ve Modifiye Bessel Fonksiyonlar: ilgili
tammlar ve genel Ozellikler, Legendre Diferansiyel Denklemi ile ilgili tammlar ve genel
ozellikleri verilmigtir. Ayrica bu konularla ilgili ¢esitli 6rnekler verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: seriler, kuvvet serileri, fonksiyonlarin seriye agilimi, Taylor serisi,
degisken katsayili lineer diferansiyel denklemlerin serilerle ¢oziimii.
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ABSTRACT

In this thesis series, power series and solutions with series are discussed .

In chapter 2, the convergentness and divergentness of power series, convergent and divergent
tests of series, alternate series and absolutely convergent series and examples of these topics
are given.

In chapter 3, definitions related with power series, deciding the convergentness or
divergentness of power series, the derivative and integral of the power series are given.

In chapter 4, Maclaurin series about the expansion of the functions with power series,
Binomial Formula and the general definition of Taylor Series and examples which show how
to use these formulas are given.

In chapter 5, the methods of solving linear diferential equations with non-constant
coefficients with the help of power series, Bessel Equation and Modified Bessel Functions,
the definitions and general properties of Bessel Functions and the definitions and general
properties of Legendre Differential Equations are given. Moreover various examples related
with these topics are given.

Keywords: series, power series, series expansion of functions, Taylor Series, solutions linear
differential equations with non constant coefficient with the help of series.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler teorisi, matematigi en 6nemli bolimlerinden biridir. Bu bolim
uygulamali matematikte, mihendislikte, teorik ve deneysel fizikte, mekanikte, iktisat
biliminde ve benzeri uygulamali bilimlerin pek ¢ogunda genis ve ¢esitli uygulama sahasi
bulmaktadir.

Genel olarak diferansiyel denklemlerin bir cogunun ¢6ziim metotlar1 ve bunlarin teorik yapisi,
diferansiyel denklemler teorisinde gosterilmig, ispatlar1 yapilmig, gereken agikliga
kavusturulmugtur. Fakat yine de bir gogunun, 6zellikle belirli bir tipe uymayan ve genellikle
degisken katsayili diferansiyel denklemlerin hepsinin mutlaka c¢ozilebilecegi ve bu
diferansiyel denklemi saglayan fonksiyonunun her durumda bulunabilecegi soylenemez.
Ancak boyle bir diferansiyel denklemin ¢ozilmesi gerekir. Bu taktirde kullamlan klasik
¢ozim yollarinin diginda bagka ¢6ziim yollar1 denemek gerekmektedir.

Bu hususlar goz onine alindig: taktirde, ilk akla gelen ¢oziim metotlarindan biri, serilerden
faydalanmak olacaktir. iste konumuz bu noktada ortaya ¢ikmig olacaktir. Seri teorisinin,
kuvvet serilert ile ilgili bolimii ki bu arada Taylor ve Maclaurin serileri kullaniimak suretiyle
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin de kuvvet serileri seklinde bulunmasi imkam ortaya
¢ikmaktadir.



2. SERILER

TANIM 2.1. Sabit bir kurala veya kanuna uyularak elde edilen ardigik terimlere bir dizi denir.
Ornegin,

1,4,9,16,25 > 1%,2%, 3%, 4, 5

ve

birer dizidirler.

TANIM 2.2. Bir kuralla birbirine bagli sayilar dizisinin verilmis toplamina seri denir.

a+ar+ar’+. . +ar" '+,

2+4+6+8+10+12+14+16 (2.1)

1 1 1 1
1+?‘+§7+7+..,+;7+...

ifadeleri birer seri 6rnegidir.

Bir seride terimlerin sayisi sonlu ise seriye sonlu seri; terimlerinin sayisi sonsuz ise seriye
sonsuz seri denir. Yukaridaki orneklerden yalniz (2.1) serisi sonlu seri; digerleri sonsuz

serilerdir.

Bir sonsuz seri

- o]
U +Uy U +=) U

n=1

n

seklinde gosterilir. Burada u, serisinin genel ferimi adim alir. Bu terim serinin terimlerinin
olusum kuralini verir. Serideki bir terim, genel terimde n yerine terim numarasini koymak
suretiyle elde edilebilir.

. 3 - & S P
ORNEK 2.1. E+—23+§%+... serisinin genel terimini yazimz.

Bu serinin genel terimi



danlldkd
n(n+1)

U,

seklindedir. Buna gore seri

00

n+2
n=] n(n +1)

seklinde de gosterilebilir.

ORNEK 2.2. —;—+ % + §6— + —;— +... serisinin genel terimini yaziniz.

seklinde gosterilebilir.

ORNEK 2.3. 3" —1—| serisinin ilk dort terimini yazimz.

n=1 M

2.1 Bir Serinin Yakinsakhgi veya Iraksakhg:

©
U HU F AU, +l= D U
n=]

serisi verilmis olsun.
S, =y,

S;=u, +u, +u,

n
Sa=u; +uy +uy+.+u, :Z u,
n=]

(2.2)



toplamlarina serinin kusmi toplamlar: denir. S, kismi toplami serinin ilk n teriminin

toplamudir.

Eger bu seri yakinsak ise, yani lim S, =S olacak sekilde bir S mevcut ise, (2.2) serisi

n—»o

yakmsaktir denir ve S ye de serinin foplam: denir. Eger lim S, mevcut degilse seri wraksaktir

n—oo

denir. Bazen sonsuz seriler Zun seklinde kisa olarak gosterecegiz ve u, ede serinin n inci
terimi diyecegiz.

- 1

ORNEK 2.4. )" —:%+ A

?*‘2—3“}'....

n
n=1

Burada ilk n terimin toplam1 =S, =1 _2L“ lim (1 ~ 2%) =1 oldugundan seri yakinsaktir ve

n—>o0

toplami S=1 dir.

ORNEK 2.5. > (-1)""'=1-1+1-1+...

n=]

Burada S,, n nin ¢ift veya tek olusuna gore 0 veya 1 dir. O halde lim S, mevcut degildir ve

n—ow

seri iraksaktir. (Salinan seri).

ORNEK 2.6. 1+2+3+.. +n+... serisinde

S, =1+2+3+...+n=m

olup lim S =

olarak mevcut degil ve dolayistyla seri raksaktir.

s 1 e ; ; .
ORNEK 2.7. 1+E+Z+...+2—n+... serisi ortak ¢arpani % olan bir geometrik seri olup

1 1 on 2
Sn=1+_+—+ + = 8 g
2 -1
2 2!1 1_1 2n
2

ve

31_130 S, =2 dir. Buna gore seri yakinsak ve toplami $=2 dir.



2.2. Yakmnsak Seriler ile flgili Temel Teoremler

1. Zun yakinsak ise limu, =0 dir. Bununla beraber tersi tam dogru degildir, yani,

n—>w

lim u, =0 oldugu halde Zun yakinsar veya yakinsamayabilir de. Buradan, eger bir serinin

n—oo

n inci terimi sifira yaklagmiyor ise seri iraksaktir.

TEOREM 2.2.1. Yakinsak bir seride

limu, =0 dir.

n—w

ispat: > u, yakinsak bir seri olsun.

n=l
Sa=Sp1+uy
ve buradan
Uy = Sn e Sn—l

yazilabilir.

> u, serisi yakinsak oldugundan

n=1

limS, =S, imS,_, =S

n—»w n—oe

olup

lim u, = lim (S, - S, ,)=limS, - lim S,_, =0
n-—ow n—oo n-—»oo n—w

bulunur.

Bu sart yakinsaklik igin gerekli bir sart olmakla beraber, serinin yakinsak olabilmesi igin yeter
degildir. Buna gore teoremin kargiti dogru degildir; yani, genel terimi sifira yaklasan bir

serinin daima yakinsak oldugunu iddia edemeyiz.

Ancak, bir seride n—oo halinde u, sifira yaklagmiyorsa, bu serinin iraksak oldugu soylenir

ORNEK 2.8. Genel terimi u, = L olan bir seri igin
¥n

limu, =1 olup seri iraksaktir.

n—oo



ORNEK 2.9. > 2’;+ > serisi igin,
n=1 n

lim u, = lim s =z;t0

n—w® n—>© 3n 3

olup genel terimin limiti 0 olmadigindan serj iraksaktir.

ORNEK 2.10. >’ L serisi igin,
n

n=1

: . =
limu, =lim —=0
n—eo n—wn

Bu serinin limiti sifir olmasina ragmen raksak bir seridir.

2. Sonlu sayida terimlerin bir seriden ¢ikartilmasi (veya eklenmesi) serinin yakinsak veya

raksaklik 6zelligini degistirmez.

TEOREM 2.2.2. Bir serinin bas tarafina sonlu sayida herhangi terimler ildve etmek veya bas
tarafindan sonlu sayida terimler atmakla serinin karakteri (yakinsak veya 1raksakligi)
degismez.

Ispat: u, +u,+.. serisi v, +v,+.. serisinin bag tarafindan v,,v,..,v, terimlerinin

atilmasiyla elde edilmis bir seri olsun. Bu takdirde u, = v, olup
e Sk+n = Sk

elde edilir. Buradan, S, in bir limitinin mevcut olmasi halinde s, in de limitinin mevcut
olacag: ve dolayisiyla v serisi yakinsak ise u serisinin de yakinsak olacagi; S, in bir limiti
mevcut degilse s, in de limitinin mevcut olmayacagi ve dolayisiyla v serisinin raksak olmasi

halinde u serisinin de iraksak olacagi gosterilmis olur.

3. Serinin her terimi sifirdan farkh bir sayi ile garpilirsa serinin yakinsaklik veya iraksakligina
etkilemez. Yakinsak iki serinin toplami da yakinsaktir.



TEOREM 2.23. > u, ve Y v, serilerinin her ikisi de yakinsak ve k herhangi bir say1

n=1 n=1

ise:

o0 o

> ku, ve Y, (u,Fv,)
n=1 n=1

serileri de yakinsak ve

o0 o0 0 o0 ]

> ku, Fkdsw, S ) @ iv)=) u, ) v,
n=1] n=1 n=l n=1 n=1

dir. 3" u, waksak ve k #0 ise ) ku, de raksaktir.

n=1 n=1

ispat : Zn: kw =k

i=1 i

n

n n
W Ve Y aydv) =) e Y v
in1 =1

1 i=1
yazilabilir. Bu ifadelere limit teoremleri uygulamrsa yukaridaki sonuglar elde edilir.

TEOREM 2.4. n artarken asla azalmayan ve sabit bir A sayisindan daima daha kiigiik kalan
bir S,, degiskeni, n in sinirsiz olarak artmas: halinde A dan biiyiik olmayan bir limite yaklagir.

2.3 Ozel Seriler
2.3.1 Geometrik Seri
TEOREM 2.3,1.1, u, =ar""' (a#0) geometrik serisi [|>1 halinde iraksak; |f|<1 halinde

yakinsak ve toplami

0

g a .
> ar' Lo i,
n=1 R 4

Ispat : Bir geometrik serinin ilk n teriminin S, toplamu, r#1 olarak,

1-r°

S, =a dir.

1-r
1) |r|<1 ise:

a a . a
S = ———— » T c———
e l—rr 7 31_1)an,, | .

olarak seri yakinsak ve toplami S = IL dir.
-r



2) r=+1 ise u, =a # 0 olarak seri rraksaktir.

3) r=-1ise =a # 0 olarak seri iraksaktir.

u,

4) |r| >1 ise lim u, — o olup genel terim sifira yaklagmiyor ve dolayisiyla seri iraksaktir.
n—o0

2.3.2. p Serileri

Z L i+-1—+L+... (p bir sabit) serisi p>1 igin yakinsak ve p<1 i¢inde wraksar. p=1
¥ r ¥

n=1
olan seriye harmonik seri denir.
2.4. Sabit Seriler i¢in Yakinsakhk ve Iraksakhk Testleri

Geometrik seride oldugu gibi, her seri igin S, toplamimi veren bir ifade bulmak mimkiin
degildir. Bu nedenle, bitiin serilerin yakinsaklik ve iraksakliklarini, S, toplaminin limitinin
mevcut olup olmadigin1 aragtirmak yolu ile belirtemeyiz. Bu zorluk, serilerin karakterlerinin
belirtilebilmesi i¢in bazi kurallarin bulunmasi zorunlulugunu ortaya atmugtir. Biz de simdi

pozitif terimli serilere ait kurallardan bazilarini inceleyecegiz.
2.4.1 Mukayese (Karsilastirma) Testi

TEOREM 2.4.1.1. Butun terimleri pozitif sabitlerden ibaret olan

a, +a,+az;+..+a, +...

u, +uy +ug +..tug +
serileri verilmig olsun.

Eger, a, serisi yakinsak ve u, serisindeki her terim, a, serisindeki karsilig1 olan terimden

kiigiik veya ona egitse, u, serisi de yakinsaktir.

Eger a, serisi raksak ve u, serisindeki her terim, a, serisindeki kargilig1 olan terimden biiyiik

veya ona esitse, u, serisi de iraksaktir.
Ispat : a, serisi yakinsak; u, <a, ve

S, =a;+a,+.a,;limS =A;
n-—»c0

Sp =Uy +Uy +...4u,



olsun. Hipotezden otirti s, <S_ dir. a, serisi pozitif terimli bir seri oldugundan, n arttik¢a S,

asla azalmaz ve S, <A <A +1 olur. Buna gore de s,<A + 1 olacaktir. u, serisi de pozitif
terimli bir seri oldugundan s,, n ile birlikte artar. Diger taraftan s, daima A+1 den kiigiik
kaldigina gore A+1 den biiyiik olmayan bir limite yaklasir. Buna goére de u, serisi yakinsak

olur.

a, raksak ise S, in bir limiti mevcut olmayacak ve hipotezden o6tiiri s, > S, olacagina gore s,
de bir limite yaklagamayacak ve u, de iraksak olacaktir.
biegiol

ORNEK 2.4.1.1. Z & + A + aby +.... serisinin karakterini belirtiniz.
n(n+1) 12 23 34

n=1

Bu seriyi p=2 olan p serisi yani

i L—1+L+L+ +-1~+
2 2 - B % ke Al

serisi ile mukayese edelim. p=2 halinde p serisi yakinsaktir. Diger taraftan her n igin

1 1
< —
n(n+1) n?

olup verilen seri de yakinsaktir.

: SR v

=1+2—2+—+——+.... serisinin karakterini belirtiniz.

ORNEK 24.1.2. )" s

n
n=1 R

i - 1 . e ; : :
Bu seriyi dez —- geometrik serisi ile mukayese edelim. Bu geometrik seri, ortak garpani
n=]

1
r= 2 <1 oldugundan yakinsaktir. Diger taraftan n>2 igin

serisi de yakinsak olur. Bu serinin bas tarafina 1 ve 2% terimlerini eklemekle serinin karakteri

degismez.
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ORNEK 2.4.1.3. >’ et

1ot ol sucioinin Eavalborini beliitiniz.
Z 2+l 357

1 3 1}
24l W+2 2 a+l

oldugu kolayca goriilebilir. Diger taraftan

) B |
2 ien

n=0

serisi harmonik serinin terimlerinin % ile garpilmasindan elde edilen bir seri olup harmonik

seri ile aymi karakterde yani iraksaktir. O halde, mukayese (kargilagtirma) testi geregi verilen
seri de iraksaktir.

* —l— serisi de yakinsaktir.
n"

n=1

ORNEK 2.4.1.4. Z ——1— 1+L4+L4+L4+‘.. serisinin karakterini belirtiniz.
e (2n+1) > 7
Bu seriyi de
1 1 1 1
1+-2—4+§T+-47'+...+F+...

serisi ile mukayese edelim. Bu seri p = 4 olan p serisi olup yakinsaktir. Diger taraftan n>1 igin

1 1
(2n+1)* 2 n* olup verilen seri de iraksaktir.

ORNEK 2.4.1.5. Z J_ j_ j_ j_ + ... serisinin karakterini belirtiniz.

Bu seriyi de iraksak oldugunu bildigimiz

B | 1
Id—+ =+ +—+..
s 3 n

harmonik serisi ile mukayese edelim. n >1 igin
Ll
N

olup raksaktir.
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2

ORNEK 2.4.1.6. Z serisinin karakterini bulalim.

o n(n+1)
¥V n igin,
0<cos’n<l

cos’n ? 1
n(n+1) n(n+1)

0 ;

°° < cos' n o
serisi yvakinsak oldugu i¢in karsilastirma testinden, serisi de

nz:; n(n+1 y et o ngo n(n+1)
yakinsaktir.
ORNEK 2.4.1.7 Z % serisinin karakterini bulalim.
¥ n igin,
n+1<2n
_—_>LsL =>—<2—

2n n+1 n n+l
- | % o : = Eecd
Z — serisi 1raksak oldugu i¢in mukayese (kargilagtirma) testinden, Z _lf serisi de
n=1 n n=l n+
iraksaktir.
2.4.2 Integral Testi

TEOREM 1.4.2.1. Ikinciden itibaren her terimi, kendisinden once gelenden daha kiigik ve

genel terimi f{n) olan pozitif terimli bir seride n>1 igin f(n) pozitif, azalan ve siirekli ise:

f f(n)dn

integrali mevcut oldugu zaman seri yakinsak; mevcut olmadigi zaman seri iraksaktir.

ispat : y=f(n) fonksiyonunun egrisi Sekil 1’de gosterilen egri olsun. n=1, 2, 3, .., k
degerlerinin her birinden on eksenine dikmeler ¢ikalim ve sekildeki dikdortgenleri tegkil
edelim. Dikdortgenlerin sayis1 k-1 dir. k-1 dikdortgenin alanlari toplami serinin Sy — S,
toplamint verir ki bu toplam n = 1, n=k, y=0 dogrulan ve y=f(n) egrisi ile simrlanan alandan
kiigiiktiir. Buna gore:
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Sekil 2.1. Fonksiyon Egrisi (Integral Mevcutsa)
k
S-S, = Z f(n) < Lk f(n)dn yazilabilir. k simirsiz artarken J;k f(n)dn integrali mevcut ise,
n=2

Sk — S; daima bu integralin degerinden kiigiik kalir. Sy — S, toplami k ile beraber arttigindan
ve daima belli bir sayidan kiigiik kaldigindan bir limite yaklagir. (bak. TEOREM 4).
Dolayisiyla da seri yakinsak olur.

Integralin mevcut olmamas halinde de, Sekil 2 den

Ya

\

Sekil 2.2. Fonksiyon Egrisi (Integral Mevcut Degilse)
Sy =f)+£@)+...+ () > [ ! f(n)dn

olarak S, — o ve dolayisiyla seri raksaktir.

ORNEK 2.4.2.1. )" LT e e
i s 3 n

serinin karakterini belirtiniz. (Harmonik Seri)
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Integral kuralinin sartlari bu seri i¢in mevcuttur.

Buna gore

F f(n)dn:f %rl: lim IIA . S llogn|= lim logA —

A—>o0 n Ao A—>o0

olup integral mevcut degildir. O halde harmonik seri iraksaktir.

ORNEK 2.42.2.% L:1+L+L+ T
n=1 n? 4 n?

serisinin karakterini belirtiniz. (p serisi)

p# 1 kabul ediyoruz. p=1 halinde seri harmonik seri olur ki bunu da Ornek 2.4.2.1 de
incelemigtik.

Integral kuralinin gartlar1 bu seri i¢in de mevcuttur.

Buna gore
dn . A dn
J f@an=[" 5= tim [*
S T A B
= hm |——| = lim -
A>oll-pnPT| Asx1-p AP 1-p

Bu sebeple de seri iraksak olur.
p—1>0 yani p>1 ise ﬁ — 0 olarak integral mevcut ve seri yakinsak olur.

Bu sonuglara gore

serisi (p serisi) p>1 ise yakinsak; p<1 ise iraksaktir.
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2.4.3 D’ Alembert Oran Testi

TEOREM 2.4.3.1. u; +u, +..+up +... pozitif terimli serisi verilmig ve

e
lim 2L =R
n—o un

olsun. Eger

R <1 ise seri yakinsak;

R > 1 ise seri wraksak;

R =1 ise bir sey sdylenemez

dir.

ispat : lim 22*L =R <1 olsun. n nin bir N degerinden itibaren “N*L < r olabilecek sekilde
ne U uy

R<r<1 esitsizligini saglayan bir r sayis1 bulunabilir.

Buna gore
=N it UnN+
0= IgiIn —/——<r ve Upyy <TFuy
Uy
h u
n=N+1 igin N2 ¢ ve Ui <7D
+2 N
Uni
:N 2 - UN+3 3
u + giIn  ——=<r ve Up,s <Tuy
Uny2

yazilabilir. Sag tarafta elde edilen esitsizlikleri taraf tarafa toplayalim. Bu suretle

Unyp +Upgp FUyys +.. <TUy +TPUy + Uy +...

elde edilir. Ikinci taraf |r| <1 olan bir geometrik seri olup yakinsaktir. Mukayese

(kargilagtirma) testi uygulandigi takdirde birinci taraftaki serinin de yakinsak oldugu
¢ikarilmig olur. Verilen u, serisi de, birinci taraftaki serinin bir seri olduguna gore, TEOREM

2.2 den dolay1 yakinsak olur.

Simdi de lim 2atl — R 51 oldugunu kabul edelim. n nin N den biiyiik her degeri igin

n— un
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UN+1

>1 ve Uy, > Uy
Uy
N2 o ve Biiia >y >0
N+2 N+1 N
Un+1
Un+3
Uny2

............................................................

yazilabilir. Bu da gosterir ki, n nin N+1 degerinden itibaren serinin her terimi uy sayisindan
buyiik kalmaktadir. O halde serinin n inci terimi sifir limitine yaklagmamakta ve dolayisiyla
seri iraksaktir.

R =1 halinde, kuralin bir gey séyleyemeyecegini bir érnekle agiklayalim.

ORNEK 243.1. > L_1+i+§1—+ (p serisi) serisinin karakterini oran testi ile
n®

n=1

belirtmek isteyelim.

: 1 E d E :
lim 2041 = fim 2 _tim|-2| =1 dir. Bu sonu¢ p ne olursa olsun dogrudur.
B A n—ow (n + l)p 1 n->o\ n+1

Halbuki p serisi, p>1 i¢in yakinsak; p<1 igin iraksak olup, serinin karakteri p ye baghdir.

B et

ORNEK 2.4.32. 1+ 5 + 2—2 + 2—2 - 2—3 + 24—4 + .... serisinin karakterini belirtiniz.

e o n
Serinin genel terimi u, = o ve

&l : w3 B :
lim a4l _ i D +11 _2_. = lim l,f_ﬂ i <1 olarak seri yakinsaktir.
ne y a0 2°H 5 n»o?2 n 2

ORNEK 2433, 1+ 12 123

— s serisinin karakterini belirtiniz.
10 .10 10

Serinin genel terimi  u, =

fim Yatt (n (m+D! 10" o n+l

nse n—m 307 5 ase 10

—> o  olup seri raksaktir.
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ORNEK 2.4.3.4. Genel terimi u, = 2Ln tgzln olan serinin karakterini belirtiniz.

1 < T
n+l +1
lim 2n4l = fjm 22"
n—© | n—w 1 T
S on Bon
o 4.

e
tg 2n+l o 2n+l

= lim wl

o o EE ol o2
n—»o T, T ok
g2n 3 2n

olarak seri yakinsaktir.

2.4.4 Cauchy Kok Testi

TEOREM. 2.4.4.1.u, +u, +...+u, +... pozitif terimli serisi verilmig ve

lim '\‘/E =R  olsun. Eger

n—oo
R<1 ise seri yakinsak;
R>1 ise seri raksak;

R=1 ise bir gey sdylenemez; dir.

ispat : lim '\'/l::R <1 olsun. n nin bir N degerinden itibaren Y/uy <r <1 olabilecek

n—o

sekilde R<r<1 egitsizligini saglayan bir r sayist bulunabilir. Buna gore

n=N igia Yuy, <t w b <1

n=N+l g M. <r w RS e
=N+2 *oa N+2 < N+2

n=N+ igin Unyp <T Ve TR

yazilabilir. Sag tarafta bulunan esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak

Uy F Uy FWggen .. KT B D 2
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elde edilir. Ikinci taraf |f|<1 olan bir geometrik seri olup yakinsaktir. Mukayese
(kargilagtirma) testi uygulandig: takdirde birinci taraftaki serinin de yakinsak oldugu sonucuna

varilir. Verilen u,, serisi de, birinci taraftaki serinin bag tarafina sonlu sayida terimler ildve

edilmek suretiyle elde edilmig bir seri olduguna gére, TEOREM 2.2. den 6tiirti yakinsak olur.

lim ’{[1: =R >1 hali de benzer sekilde ispatlanir.

n—»e

Uyan : lim Tnsl R, ve lim Yfu, =R, olarak mevcut iseler R; = R; dir.

n— un n—o0

ORNEK 2.4.4.1. Genel terimi u, = olan serinin karakterini belirtiniz.

(logn)”

lim ‘{/l;: = lim A 0 <1 olarak seri yakinsaktir.
n—o0 n—»o logn

ORNEK 2.4.4.2. Genel terimi u, =[tg(a+g—)] olan serinin karakterini belirtiniz.

n
(O<a<£)
2

'{/; < tg(a + %) olup lim ‘\‘/uj =tgo dir. Buna gore
n-—»oo

tga <1 yani O<a< g ise seri yakinsak;
e . :
tga > 1 yani i <a< = ise seri raksak;
tgo =1 yani o= % ise kural bir gsey soylemez.

o= ) olmasi halinde serinin karakterini aragtirmak iizere u, terimini ele alalim.

% ai\l 1+tggE 2tgg
“‘(z—ﬂ e
. l—tgE l—tgg—

n n

yazilabilir.
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Bu ise

1 P
u, = [(1 + B)ﬂ} seklinde disiiniilebilir.

1
n —> oo halinde B — 0 ve (1+P)? — e dir.

o
e
2
2ntg — s
= . n
nf ~fa
I-tg— 1-tg—
olup
lim np = 2a
n—w0
dir.
O halde

limu, =e** #0

n—o

olarak o = % halinde seri raksaktir.

2.4.5 0 Kurah
Vn

TEOREM 2.4.5.1. u, ve v, pozitif terimli iki seri ve

ol A
lim 2 =1
n--)wvn

olsun.
1) 1 # O ise her iki seri ayni karakterdedir.
2) 1 =0ve v, yakinsak ise u, de yakinsaktir.

3) 1 > o ve v, waksak ise u, de raksaktir.
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ispat : 1 # 0 kabul edelim ve 1 den kiigiik bir & pozitif sayis1 segelim. € sayisina kargilik gelen

oyle bir p tam sayisi bulalim ki n in p den biiyiik biitiin degerleri i¢in

u
l-e<—2<l+¢

Va

esitsizligi saglansin. Bu takdirde p inci terimden itibaren

(1-¢g)v, <u, <(1+e)v,

esitsizligi daima yazilabilir. Eger v, serisi yakinsak ise (1+¢€)v, de yakinsak ve
u, <(l+e)v,

esitsizliginden otarli u, serisi de iwraksak olur. Buna gore 1#0 ise her iki serinin aym
karakterde oldugu gosterilmis olur.
Eger, 1=0 ve v, serisi yakinsak ise belirli bir terimden itibaren

U SEV

olacagindan u, serisi de wraksaktir. A, pozitif keyfi bir sayidir.

Bu kuraldan faydalanarak, bir u, serisinin karakterini belirtmek igin, s orani sifirdan farkl

Va

bir limite sahip olacak sekilde bir v, serisi segilir.

ORNEK 2.4.5.1 u, genel terimi, n in iki tam ¢ok terimlisinin boliimi seklinde olan bir serinin

karakterini belirtmeye ¢alisalim. Bu halde

an® +n' +

RN
seklindedir. p ve q tam ve pozitif sayilar, a ve a’ de pozitif sayilardir.
Boyle bir serinin karakterini belirtmek igin v, serisi olarak

n

P
VvV, = —
B q

=

genel terimli seri segilir. Bu takdirde

u, an®+bn®'+ . a'n?+bnt 4+

v, n? nd

olup
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lim 22 =220 dir. Buna gore her iki seri ayni karakterdedir.
n—»w Vn a

seklinde olup p serisidir.

O halde

q—p > 1 ise v, serisi yakinsak dolayisiyla u, serisi de yakinsaktir.
q - p < 1 ise v, serisi iraksak, dolayisiyla u, serisi de raksaktir.

Buradan, u, serisinin yakinsak olabilmesi i¢in ¢ — p > 1 veya q = p + 2 olmas: gerektigi

sOylenebilir.

Sonug¢ : Genel terimi, n nin iki tam ¢ok terimlisinin bélumi seklinde olan bir seri, genel

terimin paydasinin derecesi, payinin derecesinden en az iki fazla oldugu zaman yakinsaktir.
1 n?+1

Ornegin genel terimleri . olan seriler yakinsak;, genel terimleri
n(n+5) n" -7

n n?-1

5> olan seriler iraksak serilerdir.
n“+4 2n° +1

ORNEK 2.4.5.2. Aymi kural, u, in n nin irrasyonel cebirsel fonksiyonu seklinde olmasi
halinde de uygulanir. Ornegin

3’ 4_16

= nzs/n+1

3[4
serisi verilmig olsun. v, olarak v, = 2—\/._— secilebilir.
n“A/n

fim . i 30716 Y’

+ =1#0
nsey,  nsen?Jn+1 n?Jn

olarak her iki seri ayn1 karakterdedir.

_W_ nd/3 1

HZJ;] n2'nl/2 n7/6

24 7
serisi p = 3 >1 olan p serisi olup yakinsak ve dolayisiyla u, serisi de yakinsaktir.
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ORNEK 2.4.5.3. Genel terimi u, = —=sin "~ olan serinin karakterini belirtiniz.

oo n

- } Foas X
Vy serisi olarak v, = 7_—.— serisini segelim.
nn

serisi p = % >1 olan p serisi olup yakinsak ve dolayisiyla u, serisi de yakinsaktir.

TEOREM 2.4.5.2. u, +u, +...+u, +... pozitif terimli bir seri ve

lim n’u, =1 olsun.

n—»o

p>1ise 1 serisi yakinsak;
1) 10 ve

p<1 ise Ug serisi 1raksak;
2) 1=0 ve p>1 ise Un serisi yakinsak;
3) 1> ve p<lise Uy serisi iraksak;
dir.
2.4.6. Raabe Kurah

TEOREM 2.4.6.1 u, +u, +...+u, +... pozitif terimli bir seri ve

lim [M - l]n =B olsun.

n-—>o0) un
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1) B <- 1 ise seri yakinsak;

2) B > - 1 ise seri iraksak;

Bu kural, —2*L in limitinin 1 e esit olmasi halinde serinin karakterini belirtmeye imkéan veren

un
bir kuraldir.
ORNEK. 2.4.6.1. Genel terimi u, = ISR i olan serinin karakterini bulunuz.
: 246..2n

Upet” 20 &l

u, 2n+2
olup
lim [M—l}n = lim[?'n ! —1:]n
nowl u n—e| 2n +2

: -~ 1 \

= lim =——>-1 olarak seri iraksaktir.

nso2n+2 2

Cn
n2

un+l
u

:1—£+
n

2.4.7. Gauss testi. olsun (burada

c,| <P butin n>N ler i¢in gegerlidir);

n

bu halde > u, serisi

(a) L>1 ise mutlak yakinsaktir.

(b) L<1 ise raksak veya sartli yakinsaktir.

Bu test genellikle Raabe testi basarisiz kaldigi zaman kullanilir.

2.5. Alterne Seriler

Terimleri ardigik olarak pozitif ve negatif olan serilere alterne seriler denir.
n ne olursa olsun u, > 0 olarak

U Uy Uy —ug o+ (D), £

serisi alterne bir seridir. Ornegin

=S
l-—t =,
- R R

serisi alterne bir seri olup alterne harmonik seri adin alir.
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TEOREM 2.5.1. u, —u, +u; —u, +... alterne serisinde n artarken, serinin terimleri mutlak

deger bakimindan azaliyor veya sabit kaliyor ve

limu, =0

et
oluyorsa seri yakinsaktir.

ispat: u, —u, +u; —u, +... serisinde

Som = (U —uy)+(uz —uy) + .+ (Upy g —Usy)

Som =U; —(Uy —U3) — (U —Ug) — ...~ (Vg g —Uspy) ~Upy

yazilabilir. Bu ifadelerde bulunan parantezlerin igi pozitiftir. Buna gore, birinci ifade S, in m
ile birlikte arttigin1 ve ikinci ifade ise Sy, in daima u; den kiigik kaldigint gosterir. O halde, n
siirsiz olarak arttigi zaman S,,, bir S limitine yaklagir (TEOREM 2 4) Diger taraftan

Som+1 =Som HUoma

olup

lim S,,,,, = lim S, + lim u,,, =S+0=§
m-—>c0 m-—

m-—>o0

elde edilir. Buna gore, n ¢ift ve tek degerlerden gegerek, sinirsiz olarak arttig1 zaman, S, bir S

limitine yaklagir. Bu da serinin yakinsak oldugunu gosterir.

ORNEK 2.5.1. 1- % +§- i- +... serisinin karakterini belirtiniz. (Alteme harmonik seri)

Serinin genel terimi

1
u_|=— olarak
n
1 . A
——<—ve limu_ = lim l:0
n+l n n—>w n—ewn

olup seri yakinsaktir. Bu serinin terimlerinin mutlak degerlerinden meydana gelen seri,

harmonik seri olarak, iraksak oldugundan, seri sarta bagl yakinsak seridir.

= 1
ORNEK 2.5.2. 5 - 2% + 23—3 - 5‘!4— + ... serisinin karakterini belirtiniz.
=2

n 2!1




SR S T Sl e e g

bl = Ty T2 ol T
ve
lim —=0
n—w 2"
olup seri yakinsaktir.
Diger taraftan

n+l n 19+ 1

= lim ———=—<1

nl-I»r:o Y i ?5“— 1?2 n 2
olup seri mutlak yakinsaktir.

TEOREM 2.5.2. Yakinsak bir alternatif seride, S toplami yerine S, toplamim almakla yapilan

hata, (n+1) inci terimden yani atilan terimlerin ilkinden kiiguktur.
ispat: S=u, —u, +u; —u, +.... olsun.

n ¢ift ise:

S=u, —u,+u;-u,+...-u, +u, ...

S=8,+u, Uy +...

S- Sn =Upy ~Uppp U3~

S8, =u, ~ (U ~Upsa)— .-

olarak

Sn ~S< Upn
ve

n tek ise:
S=Sn —Un“ +Un+2 —un+3 +
Sn =S FUpy ~Upyp TUpy3 —

Sn -8= Unn _(un+2 _un+3)_

olarak
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Sn -8< Unn
bulunur.

Her iki halde de S yerine S, i almakla yapilan hatanin

|s-sn

< Upti

oldugu gorulir.

2.6. Mutlak ve Sarth Yakinsakhk

Eger Y.

yakinsadig: halde

u,| serisi yakinsak ise Zun serisi mutlak yakinsaktir denir. Fakat Zun

n

u, | yakinsamaz ise, Zun ye sartli yakinsak denir.

TEOREM 2.6.1. > ju,

yakinsak ise ) u, de yakinsaktir. Yani, mutlak yakinsak seriler

yakinsaktir.

ORNEK 2.6.1. staE e atEta serisi mutlak yakinsaktir, giinkii serinin

1

mutlak degerinden meydana gelen Ilz‘ + i + 7 + 4% + ... serisi yakinsaktir.

22

ORNEK 2.6.2. 1—l+l—l+... yakinsak, fakat ]+l+l+l+... raksaktir.
e 3 % - 34

O halde 1——;—+%—%+... sarth olarak yakinsaktir.

1 1 1
Uyan: 1—-—+—=——=+... serisi 1 yakinsak bir seridir.
. e i ey

Ancak bu serinin terimlerinin yerleri degistirilmek suretiyle elde edilen
[HL_J_]J,[L,rL_L}

B BNEF R
serisi 1raksak bir seridir.

Buna goére, mutlak yakinsak olmayan bir yakinsak seri, terimlerinin yerleri degistirilmek

suretiyle 1raksak bir seri haline getirilebilir.
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2.7. Mutlak Yakmnsak Seriler Uzerine Teoremler
TEOREM 2.7.1. Her mutlak yakinsak seri yakinsaktir.

TEOREM 2.7.2. Mutlak yakinsak bir serinin terimleri tekrar diizenlenebilir (sirasi
degistirilebilir) ve bu sekilde elde edilen yeni seri yakinsak olup ayni toplam1 verir. Halbuki
sarth yakinsak bir serinin elemanlarin1 uygun tarzda siraya koyarak iraksak veya toplami

istenilen degere esit olan yakinsak seriler elde edebiliriz.

TEOREM 2.7.3. Mutlak yakinsak iki serinin toplam, fark: ve carpimu ile elde edilen seriler
yine mutlak yakinsaktir. Bu iglemler sonlu seriler i¢in de yapilabilir.




27

3. KUVVET SERILERI

TANIM 3.1 V ¢, €IR olmak tizere,

o0
P =Cp+CX +CoX 2 +... 4y X" +... (3.1)
n=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi veya ,

a €IR olmak uizere,

icn(x —a)" =co+C(x—a)+c,(x—a)? 4. +c,.(x—-2a)" +... (3.2)
n=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki c, sayilarina serinin katsayilar adi verilir.

Bir polinom cotcix+ ... +c¢x"  formunda olduguna gore kuvvet serisi polinomlarin

genellestirilmesidir.

Verilen bir kuvvet serisinde esas konu, bu serinin iraksaklifi veya yakinsakligi problemi
degildir. Cunku serinin terimleri x e bagh oldugundan, bu seri baz1 x ler igin yakinsak
olabilecegi gibi, bazilan i¢in de raksak olabilir. Kuvvet serilerinde inceleyecegimiz problem
verilen bir kuvvet serisi acaba hangi x ler i¢in yakinsak, hangi x ler i¢in iraksaktir sorularinin

cevabini bulmaktir.
Yukarida verilen (3.1) ifadesi x = 0ig¢in yakinsak, (3.2) ifadesi x = a ig¢in yakinsaktir.

Her kuvvet serisinin x =a igin yakinsak olacag agiktir. Bu nedenle hangi x ler igin derken a

dan farkli x ler kastedilmektedir. Her x i¢in yakinsak kuvvet serileri de vardir.

Oncelikle ¢ok kullanacagimiz bir yakinsaklik kriteri olan D’ Alembert Oran (Bolim) Kriterini

hatirlayalim:
3.1. D’ Alembert Oran Testi

Z a, pozitif terimli serisi igin,

e .
lim =L =, olsun. Eger,
k-0 a’k

1-L<lise ) a, serisi YAKINSAK,
2-1>1 ise ) a, serisi IRAKSAK,

3-L = 1 ise SUPHELI DURUM vardir.




28

Her x igin yakinsak kuvvet serilerin 6rnek verelim :

<k
ORNEK 3.1.1. Z_l:_ serisini inceleyelim:

k=0

I k+l | k |
hma = lim - k e .kl'( — H =0 <1
k-l @, k—)oo(k-{-])’ k—»w(k-’-])k! X k—)ook-{-] k—-)aok+]

oldugundan, oran testine gore, x ne olursa olsun yani Vx € IR igin bu seri yakinsaktir.

]

k
ORNEK 3.1.2. Zz—k serisini inceleyelim:

k=1
lim — B _ = lim L K
k>t ak et (k+1)k+l =
x x kk
P (k+1)(k+1) x

=242
k—mk+l k+1

=0 ¢

=<

oldugundan, oran testine gore, x ne olursa olsun yani Vx € IR i¢in bu seri yakinsaktir.

Bazi x ler igin yakinsak, bazilari igin de raksak olan kuvvet serilerine 6rnek verelim:

ORNEK 3.1.3. > x* serisini inceleyelim :

k=0
Iak + 1' |xk”|
k—)oo ak | k—)ool X |
" xk.x
= lim P
k—wo| x
= x| bulunur.

Oran testinden eger,



1- [x|<1 yani —1<x<I ise seri yakinsak,
2- [x|>1 igin seri raksak,
3- [x|=1 yani x =1 ise siipheli durum

Simdi stipheli durumu inceleyelim :

x =1 ise,

Zxk = Zlk

k=0 k=0

=51 =  seri iraksak

x = -1 ise,

Sx*=>3 (D = seriraksak
k=0 k=0

O halde,

29

x| <1 igin ixk serisi yakimsak, [x|>1 igin ix" serisi iraksaktir.
k=0

k=0

ORNEK 3.1.4. > k*x"* serisini inceleyelim:

k=1

Bu seri sifirdan farkli (x#0) her x igin raksaktir. x#0 olmak Uzere,

ak+1

ay

lim
k—>o

k—> k* x*

+1 _k+1
2 limml(k + 1)k X

i e D
P k->“°| Vit |

k
= imjef -+ £

. 1)
= lim I (k + 1)(1 + E)

=l}i_r’!:°|xl(k+l).e = o >1
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oldugundan, oran testine gore Zk".xk serisi sadece x = 0 igin yakinsak, diger tim x ler i¢in
k=1

raksaktir.

Lemma 1. Y ¢, (x—a)* kuvvet serisi bir x; de yakinsak ise,

I, —-a|<[x, -3

bagintisini saglayan bir x; de de yakinsaktir.

ispat : x;#a dir. Ciinkii x,;=a ise |x, —a|<0 olur ki bu miimkiin degildir. [x, —a|<|x, —a|

oldugundan,

X2_a

s=

Xl -~y
say1si 1 den kiigiik bir pozitif sayidir. ch (xl - a)k yakinsak oldugundan,

lim ¢, (x, —a)" =0

k>

dir. Yakinsak her dizi simirl oldugundan (ck(xl - a)k) sinirhidir.

sup‘ck(xl - a)"l = B olsun. Bu taktirde her bir keN igin,

i (x; ~a)!| = e b, —af* = o, ~af"

olur. s<1igin Y Bs* =By s* yakinsak oldugundan > ¢, (x, - a)’ yakinsaktir.

Buradan, eger |x, —a|<|x,—a] ve Y c,(x—a)* serisix, de iraksak ise x; noktasinda da
iraksaktir diyebiliriz.

TANIM 3.2. ¢, (x ~a)  kuvvet serisinin |x —a|<R igin yakinsak oldugu en buyiik
k=0

pozitif R sayisina, bu kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapr, seriyi yakinsak yapan x
noktalarinin olugturdugu araliga da yakinsaklik araligr denir.

TEOREM 3.3.1.Her x € |-R,R] icin

el
ree

n=0

serisi yakinsak olacak sekilde sabit R sayist bulunsun. Bu takdirde agagidakiler saglanir.
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(a) ZCDX" fonksiyon serisi her € pozitif sayisi igin [— R+gR - e] kapal aralig: iizerinde bir

n=0

f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.
(b) Her xe|-R.R[ igin f(x)= icnx" ile tammlanan  f fonksiyonu }-R,R[ de
n=0
sureklidir.
(c) f fonksiyonu ]— R,R[ de turevlenebilirdir ve x € [- R+¢&,R- e] i¢in
f'(x) = incnx"'l
n=1
dir.

ispat : Her x € |-R,R[ igin icnxn yakinsak olsun ve her x € |- R,R[ igin

n=0
f(x)=) c.x"
n=0
yazalm.

(a) Herhangi € pozitif sayisi verilsin. » c,x" fonksiyon serisinin [—R+a,R—a] kapali
n=0

aralifs uizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gosterecegiz. R —ge€ ]— R,R[ oldugundan dolay1

> c,(R—¢) saysi serisi yakinsaktir.

n=0

Hern € IN ve her x €[~ R +&,R —¢]igin

c.R-oY|

c,X"| <

esitsizligi saglandigindan » c,x" fonksiyon serisi [—R+e,R—e] kapal arali§1 uzerinde
n=0

f(x) fonksiyonuna diizgiin ve yakinsaktir ve f(x) = > c,x" diizgin yakinsaktr.

n=0
(b) f fonksiyonu ]- R, R[ de siirekli oldugunu gostermek igin ]-R, R[ araliginin her
noktasinda siirekli oldugunu gosterecegiz. bunu yapmak i¢in J-R, R[ araliginin herhangi bir xo

noktasim alalim ve €= R———zlx—ol yazalim. Bu takdirde £>0 ve x, €[-R+& R —¢| dir. (a)

dan dolayi, chx“ fonksiyon serisi [— R +g,R —e] kapali aralig: iizerinde f fonksiyonuna

n=0
diizgiin yakinsaktir. Her bir ne IN igin ve her x e [— R+gR - e] gin € {x)=ex"
seklinde tammlanan f, fonksiyonu, [-R+gR—g| kapali arahig uzerinde sirekli

oldugundan ve siirekli fonksiyonlarin serisinin diizgiin yakinsadigi fonksiyon da siirekli
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olacagindan f  fonksiyonu ]— R+eR+ e[ araliginda sireklidir dolayisiyla da
x, €[-R +&,R - &) noktasinda siireklidir. xo elemam ]-R,R[ nin herhangi bir eleman: olarak

alindigindan, f fonksiyonu ]-R,R[ nin her noktasinda sureklidir, yani f fonksiyonu [-R,R][

araliginda streklidir.

(c) f fonksiyonunun ]-R,R[ araliginda tiirevlenebilir oldugunu gostermek i¢in herhangi bir
x, € }-R,R[ alalm. lim___ %¥/n =1 oldugundan,

3) lim sup,_,..3/nc, =lim sup,_,.. %/|n|n| =1im sup, ,..2/nlc,|
=lim sup,_, “,/n“‘/|c—n[ =lim supn_m"‘/m

olacak ve dolayisiyla, Z:ncnx”'l kuvvet serisinin yakinsaklik yarigaps,

n=1
1 3 1
lim sup,, . '\'/|ncn| lim sup, .. M

=R dir. O halde her xe]-R,R[ i¢in

chnx“'l fonksiyon serisi yakinsaktir ve (a) dan dolayi, her £>0 igin chnx“" fonksiyon

n=1 n=1
serisi [-R+g,R-g[ araligi tizerinde diizgin yakinsaktir. Simdi f fonksiyonunun xo noktasinda

R—|x

tirevlenebilir oldugunu elde edebiliriz. €= yazalim. Bu & sayis1 pozitiftir ve

Xo €[-R+e,-g] dir. ch“x“'l fonksiyon serisi [-R+g,R-g] i¢in diyelim ki, z = 0 i¢in

n=1

chx“ = ch 0" =¢, =f(0) dir, dolayisiyla, her xe[-R+e,R-g] igin f(x)= chx“ ile
n=0 n=0 n=0
tammlanan f fonksiyonu [-R+€, R-g] araliginda tiirevlenebilirdir ve her x € [-R+e, R-g] igin

f'(x) = i(cnx“)'z incnx"‘l
n=1

n=0

dir. xo €[-R+¢, R-g] oldugundan

f'(x)=) nc,x"" dir.

n=1

Her xe]-RR[ igin > c,x"

n=0
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serisi yakinsak olacak gekilde sabit bir R sayis1 bulunsun ve f(x)= chx“ yazalim. Bu

takdirde f fonksiyonunun }-R,R[ de her mertebeden tiirevi vardir ve her xe]-R,R[ igin

fPx)=> nm-1)n-2)..n -k +1)c,x" ™ (herke IN)

dir ve 6zel olarak,

f90) =klax (k=1,2,..,n, ...) dir.

ispat : Yukandaki teoremi f, f, f', .. f*" fonksiyonlarina arka arkaya uygularsak (4)

esitligini elde ederiz ve x = 0 yazarsak da (4) dan (5) esitligini elde ederiz.

(5) formiila, f fonksiyonunun ve f ile f' nin tirevlerinin bir tek noktadaki degerleri cinsinden

yazilabilecegini gostermektedir, ancak, elde edilen serinin f fonksiyonunun x=0 i¢in yakinsak

olmasi gerekir, aksi halde f fonksiyonuna esit yazilamaz.

e X x#0 ise
ORNEK 3.1.5.: f{x)=

0 x=0 ise
fonksiyonu g6z oniine alalim.

1

i T i e
x—0 X x>0 X x>0 X
oldugundan , f(0) = 0 dur.
Benzer sekilde k =0, 1,2, 3, .., n, ... igin f*) = 0 bulunur.
Ancak x #0 igin

_L o po(k)
e xl * Zf_(o_)_xk

k=0 K

1
e X %0

=00 «

dir, dolayistyla f fonksiyonu ZTX serisine esit degildir.

k=0
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TEOREM 3.1.2. D'c, sayi serisi yakinsak ise, her xe]-1,1[ igin ) c,x" kuvvet serisi

n=0 n=0

yakinsaktir ve her xe]-1,1[ iin f(x)= chx" yazarsak,

n=0

x—>-1-0

lim (x)=2 ¢,
n=0
dir.

ispat : Hern e INigin s, =co+ ¢; + ..Co1 + Cn Ve s, =0 yazalhm. ch sayis1 serisi

n=0
yakinsak oldugundan, (s,) kismi toplamlar dizisi yakinsak ve her yakinsak dizi samrl olacag:
i¢in de (s,) dizisi sinirlt sinirlidir yani her n € IN igin |sn| <K olacak gekilde bir K > 0 sabiti

vardir. boylece her neIN ve her xe]-1,1[ igin

s,,x“i * |sn|x“i =ls. X" < Kjx["

oldugundan, her xe}-11[ igin > x['K yakinsak oldugundan

n=0 n=0

n
S, X

yakinsak

dolayisiyla, isnx“ serisi her xe]-1,1[ igin yakinsaktir. Ayrica yakinsak her serinin genel
n=0
terim dizisi sifira yakinsak olacagindan ya da her m €IN igin her x&]-1,1[ igin

0< lsmxml = ]smllx“‘| =KKK" |

esitsizliginden ve lim Ix“" =0 olmasindan dolayr lim s x™ =0 bulunur. Diger taraftan,

m-—>o0 m-—»o

her m €IN igin her xe]-1,1[ igin

m m-1
m=¢,x" =(1-x)) 5,x" +5,x"
=0

n=0 n

oldugundan, limt, =(1-x)> s,x" elde edilir. Boylece her x€]-1,1] igin

n=0

ZCnx“ kuvvet serisinin yakinsak oldugunu elde etmis olduk. Her x€]-1,1] igin

n=0
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f(x)= icnx" =(1-x)) s,x"
n=0 n=0

yazalim. Simdi limf(x):Zch oldugunu gosterecegiz. ch =s  yazalim. O halde
=0

x40 n=0
lim f(x)=s oldugunu ispatlamaliyiz. Bunu yapmak icin herhangi bir € pozitif sayisi

x—1-0

alahm.  lim s, =s oldugundan, % pozitif sayisi i¢gin n >n, oldugunda |s—sn|<§ olacak

n—oo

sekilde bir ng dogal sayis1 vardir. liI}'l 0(1 —x) = 0oldugundan, %pozitif sayisi igin 1>x>1-8
x—>1-

oldugunda
1-x< “o; olacak sekilde 0<4<1 ozelligini saglayan bir § pozitif sayisi vardir. Burada
2% ks, -
n=0
> I, —s|> Okabul ediyoruz, giinkii, aksi halde durum asikar olur. [x|<1 igin (1-x)Y x" =1

n=0 n=0

oldugundan dolayi, 1>x>1-8 oldugunda

If(x)—s|=

(-x)) s,x" -8
n=0

€ €
<—+—=¢g
S

bulunur. O halde lim f(x)= ) c, dir.

x—>1-0 n=0

3.2. Cauchy — Hadamard Teoremi

PN (x —a) kuvvet serisi verilsin. Ayrica,
k=0

lim [k = S

lim (,/|ck|) L olsun. Eger,

1-)x —a|L <1 ise seri yakinsaktir. Bu durumda,
a) L+#0 ise yakinsaklik yarigapi R = %’

b) L=0 ise yakinsaklik yarigapt R = +0,

¢) L =+ ise yakinsaklik yarigapt R=0  olacaktir.
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3- Ix - a|.L >1 ise seri iraksaktir.

3- |x—aLL=1 ise giipheli durum vardir. Bu durumda serinin yakinsak mi, iraksak m

oldugunu denemek gerekir.

ispat : @5 flck (x- a)k\ ¥ ﬁlx - a|.'§/m

=|x—alL olur. O halde,

x-a].L<l ise > c.(x—a) serisi yakinsaktr.

a) Eger L # 0 ise, seri [x —al <% icin yakinsak olacagindan yakinsaklik yarigapt R :%
dir. Yakinsaklik arah [x —a| <R dir.

b) Eger L = 0 ise, ]x - a|.0 <1 esitsizligi her x igin gergeklendiginden, R= +co alinacak ve
yakinsaklik araligi (-o0, +o0) dir.

¢) L=+ ise yakinsaklik yarigapt R=0 alinir. Bu durumda seri sadece x=a i¢in yakinsaktir.

UYARE: Tim [%1/ = L oldugunda Tim & lcy | = L olacaktir.
k—>e Cy k—e
O halde,
; 1
1) L# Oise, R=
lim
k—o0 Cx

2)L=0 iseR= +m

alinacaktir. Ayrica eger,

fim (St = L’ veya lim Xflc,|=L limitleri mevcutsa ve de
k—e0 Cy k—e
P 1 1
1) L#0 ise R= : yada R=——
=21 - e
lim [-% lim k/lc
kl—lgo Cy k—w | kl

2) L=0ise R=+ o alinacaktir.
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© k
ORNEK 3.2.1. Zik— serisini,
k=1

a) yakinsaklik araligini,

b) yakinsaklik yarigapim1 ~ bulalim.

k+1
a ; X . k1 X K
li —k+1} — lim l—.—*hm F«‘
» LTm a, | ko= |k+1 xK [k [k +1 %K
= lim |x| = |x| bulunur.
k»o ' k+1

Oran testinden eger,

1) [x|<1 yani —1<x<1 ise seri yakinsak,
2) x|>1 igin seri iraksak,
3) |x| =} yani x = + 1 ise gtiipheli durum

Simdi siipheli durumu inceleyelim:

x =1 ise,

© o 1k ©
p %=Zl¥:z Il(— = seri iraksak
i x—=zﬂ = seri yakinsak

Zx? serisi —1<x <1 igin yakinsaktir.

Yakinsaklik araligi [-1,1) araligidir.

K
e % - 1
b) L — de c,=—dur.
)Elk serisinde ¢y kd1r

i %
lim |FX4 = lim
k—>o0)

lk'

&d haelksl 1
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= lim L=1:L
ko k +1
L=1ise R:l:lzl dir.
Lvand

ORNEK 3.2.2. i(_x;_'l)i serisinin,
k=0 <

a) yakinsaklik yarigapini,

b) yakinsaklik araligini bulalim,

a) iﬂ serisinde ¢, - dir.
e B k!

L) E'
ko | kul(k+ 1) 1

L=0ise R =+ o dur.

O halde, ¥x€IR i¢in yakinsak yani her yerde yakinsaklik araligi (-oo, + o) dur.

2
xn

n

ORNEK 3.2.3. i

n=l

serisinin yakinsaklik araligimi ve yakinsaklik yarigapini bulalim.

Bu seride “x*™ oldugundan bu soruda daha 6nceki orneklerdeki yontemi uygulayamayiz.

2n

LYOL: a, = ’;

olmak tizere,

2.(n+1) n
. I : ) 3
lim PR B e
n—eo 3 n—oo 3 X

i x2n+2 3n
= lim :

n-—»oo 3n+l xzn
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R 4%
= lim |—

n-—>0

. A bulunur.
3

Oran testinden eger,

2
1) x?<1 yani, x* <3

| < J3  igin seri yakinsaktir. O halde, yakinsaklik yarigapi R = /3 diir.

2
2) %—>l ise seri raksaktir.

2
3) XT:I ise x’=3 i¢in siipheli durum

Simdi supheli durumu inceleyelim :
x2=3 = x=13, x=+3 ve x=—3 igin siipheli durum
3 igin,

i . i(\[;f Zl => seri raksak

n=1 n=1 n=1

X =—+/3 igin,

i i( J_)z Zl => seri iraksak

n=1

O halde yakinsaklik araligi [x|<v3 = -3 <x<+3 den (— NER ﬁ) diir

IL. YOL : Simdi verilen seri diizenleyelim, Z

n=l

—Z( ) geometrik serisi,

i) _x3_ <1 i¢in yakinsak,
e
ii) s >1 igin wraksaktir.

2

%<1©x2<3©|x|<ﬁc>—ﬁ<x<ﬁ
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:>R:J§ =  Yakinsaklik arahig —\/§<x<\/§

II1. YOL: Verilen

© x2n x2 x4 x6
2. o
3* < LR St £ |

n=1

serisinin katsayilar

=

0 k =2n-1

2

olup ¢ift indisli terimler igin,

e e
c2n—§n— = Cn—y‘T 1r.

Bu durumda,

1

H!{/ﬂ:ﬁmn_%m:%

ve dolayisiyla R = V3 diir. O halde verilen seri (— JZ3_, NG) ) araliginda yakinsaktir.
Simdi ug noktalarda yakinsaklik durumunu inceleyelim :

x=43 igin

z-o:xh % (ﬁ)’" =il = seri raksak

n n
n=] 3 n=1 3 n=1

X =—+/3 igin

® 2N 0 ©
ngl );n & n2=:1 (—‘/nﬁ = §1:> seri raksak

O halde, yakinsakhk aralig (—J3—, JI’T) arah@idir.

ORNEK: 3.2.4. Zq .(x—3)" serisinin yakinsaklik araligin1 ve yakinsaklik yarigapini

n=] **-

bulalim.
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=—=3  yakinsaklik yarigapidir.

O halde ser1i,

1) [x-3|<3 yani -3<x-3<3 = 0<x<6 igin seri yakinsak,
2) [x—3|>3 igin seri iraksak,

3) [x-3|=3 yani x -3 =13 igin siipheli durum

Simdi supheli durumu inceleyelim :

x-3=3 ise,

- (D" o ey ZE ey :
— (x=-3)'=)>) —— 3" = = seri yakinsak
,,Zﬂ n.3" g nz=1 n.3" ,,Zﬂ n .

x-3 = -3 ise,

3 [ PR R Y o
En.?‘ L _Z; n3" £

D)3t

n.3"
© ¢ 2n 0
:Z( 2 =Y 3 — seri iraksak
n=1 0 n=1 0

O halde, yakinsaklik aralig1,
= -3<x-3<3

=  0<x<6 = (06] arahgdir.
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ORNEK 3.2.5. > (1+2+ 2% +..+2")x" serisinin yakinsaklhik yarigap: yakinsaklik aralig

n=1

bulalim.

=142+422 4+ 42"

B H’1+2+22+...+2“+2"“|
n—m’ 1+2+2% 4. +2° |

cn+1
Ch

lim
n—oo

1 o 2n+2

L=2ise R=—= o yakinsaklik yarigapidir.

1
R
O halde seri,

1 . —1 1

1) x| <— yani — < x < — igin yakins

) [x| < yani — <x < icin yakinsak,
:

2) |x|>5 igin seri iraksak,

3) |x| =% yani [x|= i% igin siipheli durum

Simdi siipheli durumu inceleyelim:

EA
X=—1se
¥ |

2

20+2+42%+ 42" x"=Y @+2+2" +...+2“(%)
J

n=] n=l |

an
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1424 22 #).060"

lim a, = lim
n—>o n—w® e
1 i 2n+l
= lim 1=2 _7240 => seri traksak

n-—»e 2"

.4
X =i N0

2
S+2+2% + . +2")x" =Z(1+2+22+...+2".(—%j
n=1 n=1 ]

bn

lim b, | = lim a, = limb, #0
n—»o0 n—»oeo n—>o0

= seri raksak

O halde yakinsaklik aralig: (— —1?:,—12—) araligidir.

TEOREM 3.3. ch.(x —a)* kuvvet serisini yakinsak kilan x ler kiimesi ya (—,+)ya da
k=0

(a-R, atR), (a-R, atR], [a-R,a+R), [a-R,a+R] araliklarindan biridir. Eger R=0 ise [-a,a] ={a}

(dejenere olmug aralik) tir.
3.3. Kuvvet Serilerinin Tiirev ve integrali

Bir kuvvet serisinin toplami, yakinsaklik araliginda

f(x) = ick (x —a)*
k=0

ile verilen bir f fonksiyonu tammlar. Bu fonksiyon (ch(x - a)k) polinom dizisinin limiti
k=0

oldugundan polinomlarin sahip oldugu birgok ozellige sahiptir. Bu 6zelliklerin varligi, serinin

diizgiin yakinsak olmasinin sonucudur.
TEOREM 3.3.1.

ZCk(X—a)k kuvvet serisinin yakinsaklik arahg (a-R, a+R) olsun. Bu kuvvet serisi

=0

(a-R, a+R) tarafindan igerilen her kapal: alt aralikta diizgiin yakinsaktir.




ispat: [c,d] c (a-R, a+R) olsun. O halde,

ick (x —a)* kuvvet serisi x = ¢ ve x = d de yakinsaktir.
k=0
Simdi,

-
lck.(d - a)"l , lc—al<|d-a| ise
M= <

’ck (c- a)!‘[ , lc—a|>|d-a tamimlayalim.

L ¥

V x € [c,d] igin |ck (x- a)kl <M, olup ZMk serisi yakinsaktir. Weierstrass kriterinden,
> ey (x—a)* serisi [c,d] aralifinda diizgin yakinsaktir.

TEOREM 3.3.2. ch (x—a)* kuvvet serisinin yakinsakhik araligi (a-R, a+R) olsun.
k=0

V x € (a-R, atR) i¢in,

ch(x —a)* =f(x) olsun. f fonksiyonu [¢,d] — (a-R, a+R) 6zellikli bir [c,d] araliginda
k=0

integrallenebilirdir ve

df » » fd

I[Z ¢ (x—a) ]dx =D ¢ j»(x - a)kde
¢ \k=0 k=0 \c

yazilabilir.

Ispat : V k igin fi=ci(x-a)* ifadesi (a-R, a+R) araliginda siirekli bir fonksiyon ve
> e (x—a)* kuvvet serisi [c, d]  (a-R, a+R) ozelligine sahip [c,d] araliginda diizgiin
k=0

yakinsaktir. O halde, f fonksiyonu her xo € (a-R, a+R) araliginda siireklidir. Dolayisiyla
vakinsaklik araliginda siireklidir. Strekli her fonksiyon integrallenebilir oldugundan f

d o0 ) d
integrallenebilirdir. O halde, j (Z c(x-a) dx=>¢, [I(x —a) dXJ
k=0

¢ \k=0 c

yazilabilir.




ORNEK 3.3.1. Y x* =1+x+x* +..+x"..

k=0

Yani [x|<1 igin,

©
Tt -
k=0

dir. Bundan yararlanarak,

k=0

Vxe[ —} icin Zx

Her iki tarafin integralini alalim:

Y2/ iz
I[Zxk]dx= I———dx

(In1-In2) 0
- 1
.{v-;(,(z“‘).(k +1)

FokelSia

ol g ¢

bulunur.

1 £ I h e
Z? serisinin toplamin1 hesaplayalim :
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serisi [x|<1 yakinsak ve toplami

Zxk kuvvet serisi [0, %} araliginda dizgiin yakinsak olmalidir.

1-x

dir.
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TEOREM 3.3.3.z:ck (x—a)* kuvvet serisi ile bunun terimlerinin tirevinden olusan
k=0

Zk.ck (x —a)*"" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigaplari aynidir.

k=0

ispat: > ¢, (x —a)" serisinin yakinsaklik yarigapi R; ,
k=0

chk.(x —a)*! serisinin yakinsaklik yarigapi R, olsun.
k=0

fim e[ =L, 20 = R,:Li dir.

k—e 1

ﬁ Kklex| = ‘EW'\‘/@

= lim /lc,| =L, bulunur. O halde, L; = L, yazabiliriz. Buradan, R, = LL = LL dir. Bu

k- 2 1

durumda, R; =R, dir.

Eger,
L,=0=>L,=0 = R; =R, =+w» ve
L,=+0 = L,=+0 = R, =R, =0 olur.

TEOREM 3.3.4. ch (x —a)* kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi R olsun. Ayrica,
k=0

Vxe(a-R,a+R) igin,

> e(x—a) =f(x)

k=0

f fonksiyonu (a-R, a+R) aralifinda f tiirevli olup,

f'(x)= (ick(x ~ a)k) =i(ck(x -a)")
k=0 k=0

p: Z ke, .(x-a) dir.
k=0
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ispat : ch(x—a)k serisi turevlenebilirdir. O halde, bu seri ile ch(x—a)"'1 serisinin
k=0 k=0

yakinsaklik yarigapt aynidir. Bu da R dir. Her iki seri de (a-R, at+R) nin her bir kapal: alt

arah@inda gergeklendiginden ve de (a-R, a+R) nin her bir x elamam boyle bir kapali alt

arahiga ait olacagindan

'

£1(x) =[ick(x - a)“]
k=0

’

- i(ck(x T a)k)
k=0

=Y ke (x—a)*"  ifadesi gergeklenir.
k=0

Uyan : Bir kuvvet serisiyle bunun terimlerinin tiirevinden olugan kuvvet serisinin yakinsaklik

yarigaplari ayni olmasina ragmen yakinsaklik araliklar: esit olmayabilir.

o _k
ORNEK 33.2. 3 = (3.3.1)
ko1 K
ve bu serinin terimlerinin tiirevlerinden olusan
@© k-1 o _ k-1
.5 Y ¥A (33.2)

serisinin yakinsaklik yarigaplarim ve yakinsaklik araliklarini bulalim.

(3.3.1) nolu seri igin,

lim“"“‘llzlim| : .E=1:L
k—)eol ckl k—>w|(k+])2 1
(3.3.2) nolu seri igin,

P

g

lim (21| = —1—,5‘=1=L
k—w ak k-wolk +1 1
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O halde, R, = % = % =1 bulunur.

Buradan,

R; = R, yazilabilir.

Simdi yakinsaklik araliklarini inceleyelim:

1) [x|<1 yani -1<x<I igcin her iki seride yakinsak
2) [x|>1 igin her iki seride iraksak

3) [x|=1 igin her iki seride de siipheli durum

(3.3.1) nolu seri igin giipheli durumu inceleyelim:

x= 1 igin,

o _k © k ©

ZX—=Z%:Z% — seri yakinsak
o] S k1K
x = -1 igin,

o @ k

Z%— ~ Z( 12) — seri yakinsak
kT i k

O halde, (3.3.1) serisi igin yakinsaklik aralii [-1, +1] dir.

(3.3.2) serisi igin siipheli durumu inceleyelim:

x =1 igin
o _ k-1 ®© k-1 ©

X 1) 1 ;

- =y — = seri raksak

e R
X =-1 igin,
o _k-1 © k-1

X (-1 :

—_— => seri yakinsak
2%«

O halde, (3.3.2) serisi igin yakinsaklik aralig: [-1, +1) dir.

Goriiliyor ki (3.3.1) ve (3.3.2) serisinin yakisaklik yarigaplart esit oldugu halde yakisaklik
araliklari esit degildir.
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n

ORNEK 3.3.3. a ve b pozitif reel sayilar olduguna gore Z - yakinsaklik yarigapini

por an + n
bulalim.
0<b<a olsun.

. Cnar|_ lim| 1 a" +b“|

‘}l_r::o c, R an+1 +bn+l : 1 I

n
a“[l+(9) ]
a
= lim =—=1

Buradan, R = % issR=a olur

0<a<b olsun.
b“{1+(3) J
. b 1
= lim et
n_)mbn'i‘l 1+(i) b
b

ORNEK 3.3.4. Zsln serisinin toplamini bulalim.
-1

=L

©

2= IL’ x| <1ve R =1 oldugunu biliyoruz.
-x

n=0
O halde,

(-1,1) yakinsaklik araliginda serinin terim terime tirevi alinabilir.

’

(ioxj :(l-li

donx" = : :

b C(1-x)?

’

x| <1

Simdi her iki tarafi x ile garpalim:
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X

> onx" = -

n=0

= % e(-11) alirsak,

1

i—‘ 3 1= 3

ot (_1)2 516 16
5

bulunur.

ORNEK 3.3.5. > x" —157 serisinin toplamini1 bulalim
n=0 n.

X" = IL’ [x|<1 ve R=1 oldugunu biliyoruz.
=0 =%

Teoremden, (0-1, 0+1) = (-1, 1) arah@imin kapsadig: herhangi bir kapali aralikta Zx" serisi

n=0

diizgiin yakinsaktir.

Kapali aralig [O, %il < (-1,1) alalim. O halde seri, {0%] kapal araliginda diizgiin yakinsak

olup bu aralikta serinin terim terime integralini alalim.

Zx“:L A |x|<1
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WONMSIYON L8
Eo(nn).s"*‘ = m(4)

i n.15n . ln(%)

n=1

bulunur.




52

4. FONKSIYONLARIN SERIYE ACILIMI

y = f{x) az veya ¢ok karigik bir fonksiyon olsun. x in verilmis farkli niimerik degerleri igin

f(x) in degerlerini hesaplamak, genel olarak zahmetli ve gok uzun olur. Ornegin

)"—‘—1‘(‘3)(/a +e7*'%), y = Arctg - ;¥ =+/1+sin’x
a

1+e*

fonksiyonlariin x in verilmig bir degerine kargilik olan degerini dogrudan dogruya

hesaplamak ¢ok zordur.

Aymi sekilde olasilik teorisinde ¢ok karsilagilan j:e—xzdx integrali, adi fonsiyonlar
yardimiyla hesaplanamaz.

Halbuki fonksiyonlari ¢ok daha basit gekillere sokmak suretiyle, degerlerini kiigiik
yaklagikliklarla bu ifadelerden hesaplamak mumkindir. Fonksiyonlarin seriye agilimi bu
yollardan bir tanesidir. Bu sayede sin x, cos X, tg x i veren tirigonometrik oran tablolar1 gibi

birgok tablolarin meydana getirilmesi miimkiin olur.

Bir fonksiyon, bagimsiz degigken yakinsaklik araligindaki degerleri igin, bir kuvvet serisi ile
gosterilebilir. Bagimsiz degigkenin verilen bir degeri i¢in, fonksiyonun yaklagik bir degeri,

serinin bagtan az sayida terimlerini kullanarak hesaplanabilir.

Fonksiyonlarin seriye agilimlari Maclaurin ve Taylor serileri adi ile amilan iki tir seri

yardimyla yapilir.
4.1 Maclaurin Serisi

Maclaurin XVII. yiizyilda yasamg bir matematik¢i olup, bir fonksiyonun, bagimsiz
degiskenin artan kuvvetlerine gore diizenlenmis bir tam ¢ok terimli ile gosterilmesi fikrini

ortaya atmugtir.

Bu sekildeki bir ifadeden yapilacak hesaplama, hig siiphesiz ¢ok kolay olacaktir. Ayrica x in
verilmis bir degerinden fonksiyonun degerini hesaplamak igin ax™ geklindeki terimleri

hesaplayip toplamak gerekecektir ki bu da en basit bir hesaplama seklidir.

Bunun miimkiin olabilmesi i¢in, ¢ok terimlinin terimleri, mutlak deger bakimindan, gittikge

kiigiilmeli ve toplamlari sonsuz olmamali yani seri yakinsak olmalidir.
Maclaurin serisini elde etmek iizere f(x) fonksiyonunu

fix) =ag + a;x + ay® + asx° + ax’ + ... 4.1.1)
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seklinde ifade etmek isteyelim. Simdi de bu agilimin miimkiin olabilmesi igin a; lerin neler

oldugunu arastiralim. Bunun igin de ifadenin kendisini ve tiirevlerini yazahm.
f(x)=atax+ ax’ +ax +ax'+ ..

P(x) =a1+2ax+3aX +4aX + ..

f(x)=12a+23 ax+34 a5+ ...

fM(x)=123a3+234ax+ ..

fY(x)=12342a,+...

Simdi de x=0 i¢in bu esitliklerin alacag: sekilleri elde edelim.
f0) = a

f(0)=a,

f'(0)=12a,

f"(0)=123a;3

fY(0)=1234a,
Bunlardan da a, katsayilar ¢oziilirse
a, =f(0)
1 1

a, =-f'(0)=—f'(0

173 ) - (0)

2, = 1 £"(0) = £(0)

% schil 2

1 1

a — f"'o - " 0
ey O

a =

1
fY)=—f"(0
By Ve
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1 1
=——f™(0)=—f™(0
e Vg

elde edilir. Bu degerleri (4.1.1) ifadesinde yerlerine koyarsak
2 n

£(x) = £(0) + —£'(0) + —£"(0) +.... + —F™(0) + ...
1 2 ol

sonucuna vartlir ki bu ifadeye f(x) in Maclaurin Serisi denir. Bu ifadeden kolayca goriilebilir
ki, f{x) fonksiyonunun Maclaurin serisine agilabilmesi i¢in f(x) ve tiirevlerinin x = 0 igin

taniml ve stirekli olmas: gerekir.

Maclaurin serisi, f{(x) i x in yakinsaklig: aralig igindeki degerleri igin temsil etmekle beraber,
bu seri, f{x) in x in sifir civarindaki degerlerine karsilik olan degerlerinin hesabinda,
kullaniimalidir.

ORNEK 4.1.1. y = ¢* fonksiyonunu seriye agimiz ve elde edilen ifadede x = 1 olarak e

sayisini bulunuz.
fix)=¢"  f0)=¢"=1
f{x)=¢  O)=¢=1

fPx)=e* f®@©0)=¢"=1

olarak
g X x2 n
e =l+—+—+. . +—+...
. n!
bulunur.

Bu seri x in her degeri igin ¢* fonksiyonunu temsil eder. x = 1 igin

e=1+l+l+l+
- G |
bulunur.

ORNEK 4.1.2. y = sin x fonksiyonunu seriye aginiz.
f(x) = sin x f0)=0

f(x) = cos x £(0)=1
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f'(x) = -sin X f'(0)=0
P)=-cosx  £1(0)=-1
fV(x) = sin x fW(O) =0
: o (1 x 20!
olarak sinx =x —54‘?! +(2n——])|

bulunur. Bu seri x in her degeri i¢in sin x i temsil eder.

ORNEK 4.1.3. y = cos x i seriye aginiz.

f{x) = cos x f0) = 1
f(x) = -sin x £(0)=0

f'(x) = -cos x £'(0) = -1

f"(x) = sin x f"(0)=0

¥ (x) = cos x fY0)=1

bulunur. Bu seri x in her degeri igin cos x i temsil eder.

ORNEK 4.1.4. y = sin’x i seriye aginiz.

f(x) = sin’ x f0)=0
f(x) = 2sin x cos x = 2sin 2 x £(0)=0
f'(x) = 2 cos 2x £1(0) =2
"(x) = -4 sin 2x £"(0)=0
£V (x) = -8 cos 2x £V(0) = -8
olarak

2 4 6 N
s % 2 2x & 8x éi 32x g 128x - ——
2! 41 6! 8!
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ORNEK 4.1.5. y = Arcsin x fonksiyonunu seriye aginiz.

f(x) = Arcsin x f0)=0
’ 1 2\-1/2
f(x) = =(1-x?) £(0) =1
V1-x2

f'(x) = x(1-x2)™? f'(0)=0
fm(x) = (1-x%)? +3x2(1-x2) ™2 £"(0) = 1
olarak

: X1 13w
Arcsnx=x+——+——+— —+

23 245 2487

bulunur.

ORNEK 4.1.6. f(x)=+1+x yi seriye aginiz.

£(x) = V1+x2 = 1+ x2)"2 £(0)=1
f'(x) = x(1+x2)"? £(0)=0
f'(x) = (147" - x? (14x7) f'(0) =1
f(x) = -3x(14x7) " 243x°(14x°) > £"(0)=0

L4
2

¥ (x)=-3(1+x2)2 +18x>(1+x2)y 2 -15x*(1+x2) £0) =3

olarak
2 -+ 6
Ber el o s
24 24 6

N

X|<1 halinde, bu serilerdeki x* lii terimden itibaren olan terimler atilarak V1+x2 ve Y1-x2

i¢in su yaklagik formiiller bulunur.
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2 2

\/1+x2;l+x7 \/1_x2_:_1_£2_

Bunlar yardimiyla

2
JL01=4/1+(0,1) = 1+(0%)=1,005

¢ |
J0,99 = 1-(0,1)* =1- % =0,995  bulunur.

ORNEK 4.1.7. y =

1 i
yl seriye aginiz.
Vi+x?

fix) = (1+x7)"? fl0)=1
f(x) = x(1+x%) 2 £(0)=0
£(%) = (1432 + 3x3(1+x2) 2 £1(0) = -1
o

£"(x)=9x(1+x2)¥? -30x3(1+x?) 2 f"(0)=0
olarak

: :l—lx2+£x4——l'3‘5x6+
V1+x2 2 2.4 246
bulunur. Bu ifadede x” yerine -x* konursa

l =1+—1—x2+£x4+1—'3—éx6+...
Ji-x2 R e
elde edilir.
x|<1 halinde, bunlardan

2 2
: P ) =1+ =
1+x? 2 =% 2

yaklagik formiilleri elde edilir.
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4.2. Binom Formiilii

(atb)™ veya (a-b)™ in agilimim veren formiilii bulmak isteyelim. Burada m i pozitif, negatif,
tam veya kesirli bir sayi olarak kabul ediyoruz. Bunu elde etmek iizere y = (a + x)™
fonksiyonunu Maclaurin serisine agalim.

fix) = (a+x)™ f{0)=a"
f(x) = m(a+x)™" £(0) = m a™'
f(x) = m(m-1) (a+x)™> £'(0) = m(m-1)a™?>

f"(x) = m(m-1) (m-2) (a+x)™> £"(0) = m(m-1) (m-2) a™

olarak

(@a+x)"=a" +—a™ix +——————m(m_l)a“’“2 x? + 5 (m_z)a“"3 x> +....

It 2! 3!

bulunur. bu agilimda x = b yapilirsa Newton'un Binom formiilii elde edilir. Buna gore

(a+b)™ =a™ + %a"‘“b & ——m(r;— b 3™ 3pd 5 BT 13)| ko 4 a™ 3’ ...

(a-b)™ i elde etmek igin yukaridaki formiilde igaretleri alternatif olarak + ve - yapmak gerekir.

m tam ve pozitif olursa agilimda m + 1 terim bulunur. Diger hallerde ag¢ilimda sonsuz terim
bulunur.

Agilimin herhangi bir # numarali terimi

m(m-1)(m-2)...(m-r+2) e Y P
(r—1) '

ORNEK 4.2.1. V1 +x i seriye aginiz.
“+X =(1+x)1/2

olarak binom agilimin1 uygularsak

1
Vi+x =1 +%.l.x +—2%.l.(1—1)x2 + l.l(l—l) (——2)x3 * .

2

2
M b s -
&

Ve X yerine -x koyarak
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T S
RO e o = < . 50
2 =8 - 16
bulunur.
Ornegin,

Jo5=yicai=1-_) 1 1

210 810° 1610

=1-0,05-0,00125 - 0,00006
=1-0,5131=0,94869

dir. Bu sonucun dort ondaligi dogrudur.

4.3. Taylor Serisi

f(x) fonksiyonunu x-a nin artan kuvvetlerine gore diizenlenmig bir kuvvet serisi ile gostermek
isteyelim.

f(x) = bo + by(x-a) + ba(x-a) +bs(x-2) *+ba(x-2) .

olsun. Simdi bu esitligin dogru olabilmesi i¢in b; katsayilarimin neler olmasi gerektigini
aragtiralim. Bunun igin de yukaridaki esitligin her iki tarafinin tiirevlerini esitleyelim. Buna
gore

f(x) = by + by(x - a) + ba(x - a)* + by (x - a)° + ba(x - a)*+...
f(x) = b+ 2by(x -a) + 3 by (x-a)* +4 by (x-2) + ...
f'(x) = 1.2b, + 2.3 by (x - a) + 3.4 ba(x - a)* + ...

f"(x) =123.b3 +2.3.4. by(x-a) + ...

'x)=1234bs+...

ve bunlarda x = a yapilirsa
f(a) = by bo = f{a)

£ (a)=b, by= %f'(a)

f'(a)=1.2 b, B = -;—|f”(a)
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f‘"(a) - 123b3 b3 — %f!n(a)

fV(a)=1.2.34.b, by = %fw(a)

f¥@)=1234....0b, b, = l’fm(a)
n!

elde edilir. Bunlar f(x) ifadesinde yerlerine koyarsak
- = 2 e n
f(x)=f(a) + xl—'af'(a) % ("T“)f"(a) in @fﬁ')(a) .
! ! n!

bulunur ki bu seriye de f(x) in x - @ min kuvvetlerine gore diizenlenmis 7aylor Serisi denir.

f(x) fonksiyonunun boyle bir Taylor serisine agilabilmesi igin f(x) ve tiirevlerinin x = a igin
tamml ve strekli olmasi gerekmektedir. Taylor serisi, f(x) i, x in yakinsaklik araligindaki
degerleri igin temsil eder. Zorunlu olmamakla beraber Taylor serisi f(x) in x in a civarindaki
degerlerine kargilik olan degerlerinin hesabinda kullaniimalidir.

Yukarida elde edilen Taylor serisinde x = b yapilirsa :

2 n
0)=70)+ 2= 2ra+ C- M gy LTS s
1 2 -

ve bu seride b = a + h yapilirsa:
2 n

fa+h)=f(a)+ %f’(a)+ %'-f"(a) +..+ be(")(a)+ ...elde edilir.
! ! n!

ORNEK 4.3.1. y = log x fonksiyonunu x - 1 artan kuvvetlerine gore seriye aginiz.

£(x) = log x f1)=0

Px)= L P(1)=1
X

f'(x) = x £(1) =-1

f(x) = 2x3 f'(1) =2

¥ (x) = -6x* fY(1)=-6
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olarak

(x=1’ + (x=1’ (x=D° +....
2 3 4

logx=(x—1)—
bulunur.
ORNEK 4.3.2. ¢" fonksiyonunu x - 2 nin artan kuvvetlerine gore seriye aginiz.
fix) = €* f2) = ¢’

fi(x) = e* £(2)=¢

olarak

X a5 U3
e":ez[lJrX 2+(X 2) +(x 2) +]
1! 2! 3!

bulunur.

B

ORNEK 4.3.3. sin 60° = 73 olarak bilindigine gore sin 61° yi hesaplayimz.

V3

f{a) = sin 60° = i : f(a+h)=sin61°

a=60° == radyan ; h=1°= —— radyan
3 180

ve

3
f(x)=sinx f (a) = sin 60° = iz——
e
f (x) =cos x f' (a) = cos 60 "
Sy 3
f'(x) =-sinx f' (a) = - sin 60 =—%_—
- 1
" (x) = - cos x " (a) = - c0s 60° = ——

olarak
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2
sin61° =f(a+h) = f(a)+%f'(a) +%f"(a)+....

e e

2 3
S | - | T CE
180 ~ \180) 2 \180) 6

=0,8746

bulunur.

ORNEK 4.3.4. i/l_i yi hesaplayiniz.
fx)=¥x=x"%, a=1,h=0,2
olarak

f@)=31=1 ve f@a+h)=312

olur. Bunlara gore
f(x)=x"

f(a)=1
f'(x):%x‘z/3 f (a) = 313-
Plx)= —=x'3 £"(a) = __z_
ORI
olup
%[1,‘2=1+%.§—+£0;22!)—2-(—%)+Q’§2!23—.1§%+

=1+0,666 - 0,004 + ... = 1,062

bulunur.
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5. SERILERLE COZUM

Genellikle degisken katsayili lineer diferansiyel denklemlere ait ¢oziimler (Euler-Cauchy,
Legendre lineer denklemi ... v.s. gibi belli sekildeki diferansiyel denklemler harig) bilinen
elemanter fonksiyonlarla ifade edilememektedir. S6z konusu degisken katsayili diferansiyel

denklemlerin ¢oziimlerinin hesaplanmasinda, genellikle, “serilerle ¢oziim metodu
uygulanmaktadir.

Bu bolimde agiklanacak olan bu metotla elde edilen ¢oziimler kuvvet serileri veya kuvvet
serilerinin x in bir kuvveti ile ¢arpimi seklindedir. Bu serilerin ¢oziim olabilmeleri igin
yakinsak olmalari1 gerekmektedir. Bu ¢ok 6nemlidir. x in herhangi bir degeri igin iraksak olan
bir seri x in bu degeri igin bir ¢6ziim olamaz. Bu metotla elde edilecek seri ancak yakinsakiik
aralig: icindeki x degerleri i¢in ¢oziim olur ve o x e karsilik olan y yi verir. Yakinsak bir seri
yakinsakhik aralig: igindeki noktalarda belli bir fonksiyon tarif ettigi gibi bu fonksiyonun
yaklagik olarak hesaplanmasini da mimkiin kilar.

Serilerle ¢ozme metodu x bagimsiz degiskenin reel veya kompleks olmas: hallerinde ayni
sekilde kullanilir. Onun i¢in simdiye kadar oldugu gibi x i reel farz etmekle hig bir smirlilik
yapilmig olmaz. Yalmz x kompleks ise serinin yakinsaklik bolgesi merkezi x noktasi ve
yarigapi serinin yakinsaklik yarigapi olan bir dairenin igi olur.

Bu kisimda
y'+ P(x)y' + Q(x)y =0 5.1

seklindeki ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem goz onine alinmaktadir. S6z konusu
(5.1) numaral: diferansiyel denklemin ¢dziimiiniin bulunmasinda x = a noktasina gore P(x) ve
Q(x) katsayi fonksiyonlarinin durumu 6nemli rol oynamaktadir. $oyle ki,

1) (x = a) noktas civarinda P(x) ve Q(x) fonksiyonlarmn Taylor agilimlari mevcutsa, s6z
konusu P(x) ve Q(x) fonksiyonlari x = a i¢in analitiktirler denir. Bu durumda, s6z konusu P(x)
ve Q(x) fonksiyonlan sirekli, tek degerli ve her mertebeden tiirevleri vardir. Iste boyle bir

X = a noktasina diferansiyel denklemin adi noktast denir.

Diger taraftan x = a noktasi (5.1) numarali diferansiyel denklemin adi noktast ise, s6z konusu
(5.1) numarali diferansiyel denklemin ¢ozimii belirsiz katsayillar metoduna gore

hesaplanabilir.

2) Goz oniine alinan x = a noktast (5.1) numarah diferansiyel denklemin adi noktas: degilse,
bu noktaya tekil (aykirt) nokta denir. Dolayisiyla x = a noktasinin “tekil nokta” olmas: halinde
asagida belirtilen iki gtktan biri soz konusudur;
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I) P(x) ve Q(x) katsayr fonksiyonlarinin her ikisinin de Taylor agilimi yoktur (analitik
degillerdir) veya

1) P(x) ve Q(x) katsay1 fonksiyonlarindan birisinin Taylor agilim: mevcut olup, digerinin
mevcut degildir. Diger bir deyisle, x = a noktasi i¢in P(x) ve Q(x) katsay: fonksiyonlarinda
(I) veya (IL.) siktan birisinde belirtilen hususlar var ise s6z konusu x = a noktasi (5.1)
numarali diferansiyel denklemin bir tekil noktasidir.

Ote yandan tekil noktay: diizgiin tekil nokta (regiiler aykir nokta) ve diizgiin olmayan tekil
nokta (regiller olmayan aykiri nokta) diye iki kisima ayirabiliriz. Tekil noktanin dizgin
(regiiler) olup olmadigint tayin etmek i¢in de x = a tekil noktasinda

x-a)P(x) ve (x-a) Q)
seklindeki ¢arpimlart olugturulur. Bu durumda,

A) Eger her iki ¢arpim da analitik ise (Taylor agilimi varsa) x = a noktasi diizgiin tekil
noktadir.

B) Eger soz konusu carpimlardan birisi analitik olup digeri analitik degilse veya her iki
¢arpim da analitik degilse, x = a noktasi diizgiin olmayan tekil noktadir.

Diger taraftan x = a noktasi (5.1) numarali diferansiyel denklemin bir tekil noktas: ise soz
konusu x = a tekil noktasinin diizgiin olup olmadig: arastirilir. Buna gore,

a) Eger x = a noktas1 “diizgiin tekil nokta” ise (5.1) numarah diferansiyel denklemin ¢ozimu
Frobenius metoduna gore bulunur.

b) Eger x = a noktas: “diizgiin olmayan tekil nokta” ise bu takdirde (5.1) numaral diferansiyel
denklemin genellikle (x - a) nin kuvvetlerine gore seriye agilmig ¢oziimleri mevcut degildir.

2 3
ORNEK 5.1. y"+3y'+———3— y=0
X x(x—1)

diferansiyel denkleminde (x) in degerlerine gore katsay: fonksiyonlarini inceleyelim.

S6z konusu diferansiyel denklemde

2 3
P X}=— -
W= v QRIsg—s
seklindedir. Burada x = 0 i¢in P(x) ve Q(x) fonksiyonlarimin her ikisi de sonsuz olmaktadir.
Dolayisiyla P(x) ve Q(x) inde Taylor agilimlar1 yoktur. Diger bir deyisle her ikisi de analitik

degillerdir. Buna gore x = 0 noktasi bir tekil noktadir.
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x = 1 igin P(x) fonksiyonu analitik olmasina ragmen Q(x) fonksiyonu sonsuz olmaktadir. Bu
bakimdan x = 1 noktas da bir tekil noktadir. Diger biitiin noktalar adi noktalardir.
Simdi tekil noktalarin diizgiin olup olmadigini aragtiralim;

x = 0 tekil noktast igin (x-a) P(x) ve (x-a)* Q(x) seklindeki garpimlar teskil edilerek

xP(x) = x—2- =2
X
ve
X2Q(X):X2 3 3x

x(x -1)° T (x-1)°

bulunur. S6z konusu garpim fonksiyonlarimin her ikisinin de x = 0 igin analitik oldugu
gorilmektedir. Bu durumda x = 0 noktasi bir diizgiin tekil noktadur.

x = 1 tekil noktasi iginde katsayilarin garpim fonksiyonlar teskil edilirse

x-DPx)=(x -2 2 Z(XX’ D

=S
olup, s6z konusu garpim fonksiyonu x = 1 igin analitiktir. Buna kargilik,

—1)2 — Py 2 3 - 3
EUE R R e

¢arpim fonksiyonu sonsuz olup x = 1 igin analitik degildir. Dolayisiyla x = 1 noktast bir
diizgiin olmayan tekil noktadir.

5.1. Adi Nokta Komsulugunda Coziim (Taylor Serisi Yontemi)

Ikinci mertebeden lineer homogen adi diferansiyel denklemi

Y'+pX)y +q(x)y=0 (5.1.1)
seklinde yazabiliriz.

Ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimi iki keyfi sabit igerir. Bu iki
parametre iki sartla belirlenebilir. Bu sartlar meseld x=a iken y = y, ve y' = yo' seklinde
olabilir. Yani y, ve yo' tamamen keyfi olarak verilebilir. Eger p(x) ve q(x) fonksiyonlar1 x=a
igin siirekli, bir degerli ve bu x igin her mertebeden siirekli tiirevlere sahip iseler x = a
noktasinda diferansiyel denklemin adi noktast denir. Adi olmayan bir noktaya da aykir: nokta
diyecegiz. O halde bir adi noktada p(x) ve q(x) fonksiyonlarnin her mertebeden surekli
tirevleri vardir. Taylor agilimina sahiptirler. Bu ozeligi kisaca p(x) ve q(x) fonksiyonlar: x=a

icin analitiktirler diyerek ifade edebiliriz.
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Bir adi nokta i¢in (5.1.1) denkleminde y" , y" , ... y™, tirevlerinin x = a igin degerleri
bulunabilir. (5.1.1) de x=a y=y, , y'=y,' yazarsak y," yani y" niin x = a igin degeri bulunur.

yo' = -p(@)yo’ - q(a) yo (5.1.2)
Simdi (5.1.1) in x e gore tiirevini alalim.

y" + p(y"Hp'(x)+q(x)]y'+q'(x)y=0

ve X=a, Y= Yo, Y = Yo', ¥"' = yo" yazahm. Boylece y" i elde ederiz.

y" = -p(a) yo" - [p'(a) + q(a)lyo' - q(2) yo (5.1.3)

Diferansiyel denklemin ardigik tirevlerini alip x=a koyarak y(x) in biitiin tirevlerinin x = a

i¢in degerlerini bulur ve
x-a , (x—a) . (x—a)

n
T Yo X Yo + .- (5.1.4)

y(X)=y, + g T

Taylor serisini buluruz. Bu seri yarinsak bulundugu x degerleri igin diferansiyel denklemin bir

¢ozimidir. (5.1.2) ve (5.1.3) bagintilarinda goriildigu gibi serinin terimlerinden bir kismi yo
a ve otekiler y;, bagh olup

¥(x) = yoS1 + y; Sz (5.1.5)

seklinde yazilabilir. yo ve yo' keyfi olarak verilmis iki deger, iki keyfi sabit S; ve S3, x - a nin
kuvvet serileridir. O halde (5.1.5) genel ¢oziimidiir.

ORNEK 5.1.1 y"=xy' + 2y

denklemini ele alalim. Burada p(x)=-X, q(x)=-2 olup x in biitiin sonlu degerlerini i¢in siirekli,
bir degerli ve her mertebeden tiirevlere sahiptirler. Gergekten -x in ikinci ve -2 nin birinci ve
daha yiiksek mertebeden biitiin tiirevler sifirdir. x=0 denkleminin bir adi noktasidir. Herhangi
bir x=a noktasi x-a=f transformasyonu ile yeni koordinatlarca baslangig noktasina
getirilebilir.

Denklemin x=0 iken y=yo, y' = Yo' olan bir ¢6ziimiinii bulmak istiyoruz. Denklem x=0 i¢in
Yo" = 2yo @

ve onun birinci tiirevi (y" = xy" + 3y') yine x=0 i¢in

Yo" = 3yo' (ii)

ikinci tiirevi (y® = xy" + 4y")

yo(4) =4 you (lll)
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iigiincii tirevi (y© = xy® + 5y™)

= Sy (iv)
verir. Boylece devam ederek

y o(n) — nyo(n-z) )

genel bagintisini buluruz. Cift mertebeden tirevlerin y, a ve tek mertebeden tiirevlerin y,' a
bagli olduklarin1 goriiyoruz. 7 gift ise (v) den

(en) _ (2n-2)

Yo 2nyo
=2n (2n - 2)yo>™ ¥
=2n(2n-2)(2n-4) ... 6.4.2y,
ve n tek ise n yerine 2n - 1 alarak
yo@ = (2n-1) (2n-3) ... 5.3 yo'

buluruz. Bu degerler

2

e Bk i
T=Ye 1')’0 2|Yo ~~~~~~ n!YO

Taylor serisinde yerlerine konursa

2 3 4 5

R X X -
y_YO+XYO5!'2YO +§—!3Y0+4!4-2Y0+ 5|53Yo

PR R 8 ¥ 6
X X X X X x X
= e A b S i Xyl 1+ —+ —+ +..|=YS; +xv', S
y°[l+ 1 T3 353850, ) xy{ 2 24 246 } i S

genel ¢oziimiinii bulmus oluruz. Serilerin yakinsaklik araligi lim [~2+1| <1 ile bulunur. Burada

n—>o0|

u,

her iki serininde x in biitiin degerleri i¢in yakinsak oldugu kolayca gergeklenebilir.
ORNEK 5.1.2 Taylor serisi yontemini kullanarak

y'+x’y' +y=sinx, y(0)=y(0) =1

baslangi¢ deger probleminin x=0 noktasindaki seri ¢oziimiiniin ilk beg terimini bulunuz.
xo=0 noktasi verilen denklemin bir adi noktasidir. Verilen diferansiyel denklem

yn(x) - __x2yo_y & Sin X (5 16)
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seklinde diizenlenirse ve y(0)=y'(0)=1 baslangi¢ kosullari kullamlirsa y"(0) = -1 boylece

p = ¥y (Xo) esitliginden
n!
Yy 1
ST g

oldugu gorular. (5.1.6) denkleminin tirevi alinirsa
y"(x) = -2xy' - x2y" -y +cosx

bulunur. Baglangi¢ kosulu olan y'(0) = 1 kullanilirsa
y"(0) = y'(0) + 1=0

ve

NIO
yist ©_,

3!
olarak hesaplanir. (5.1.6) denkleminin tekrar tiirevi alinirsa
vy (x) = -2y - 4xy" -x’y" — y" - sin x
ve
y*(0) = -2y'(0) - y'(0) =-2 + 1 =-1
olur ki buradan

y 0 _ 1
a4 24

e

bulunur. Sonug olarak y; (i = 0,1,2,3,4) degerleri
y(x) =yo + y1x+y2x2+y3x3 +yaxt+ .
esitliginde yerine yazilirsa ilk bes terimi bulunan

I -ty
=]l+x-——XxX"——X +
¥x) . 2 24

¢coziimii elde edilir.

ORNEK 5.1.3. Taylor serisi yontemini kullanarak

IS N (5.1.9)
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diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiiniin xo = 0 merkezli seri agiliminin ilk beg terimini
bulunuz.
Verilen denklem ikinci mertebe oldugundan ve baglangi¢ kosullari verilmediginden
y(0) = ¢o,y'(0) = c1

alinir. Verilen diferansiyel denklemden y" ¢oziiliirse

1
y+—y +x? (5.1.10)
x-1

ve buradan da

y'(0) = y(0) = co (5.1.11)

bulunur. (5.1.10) denkleminin tirevi alinirsa

& y
y (%)= 2 _1) (x_1)+2x (5.1.12)
ve boylece
y"(0) = co + ¢ (5.1.13)

olarak hesaplanir. (5.1.10) denkleminin tekrar tirevi alinirsa

(4) | SRS ¥
- o

ve
y¥(0) = ¢, + 2co + co + €1 +2=2¢1 + 3o + 2
elde edilir. Boylece

" " (4)
YO, Y0, o100,
2! 3! 4!

y(x)=y(0) + x——=

ve
= 2c, +3¢c, +2
Y(X)Zco +clx+‘—:2Qx2 +.(c_0_.6—cﬁx3 +(_cl___24_0__)x4 "

bulunur. Ortak paranteze alinirsa

My o s Palos 5
y(x)=c0[1+5xz+gx3+§x +"']+c‘[x+6x 12x .. +2x .. (5.1.14)
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oldugu gorulir. Hatirlanacag: tizere (5.1.9) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii y = u + v
seklindedir (Burada u: (5.1.9) diferansiyel denkleminin homojen kisminin genel ¢oziimi ve v:

(5.17) diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimudiir). Bu hatirlatma dogrultusunda (5.1.14)
gozumiinde

Flhgpag. (B § i gacy
=co| 1+=x" +=x>+—x*+ .. |+ —x’ +—x*
u 0[ X tgX to ] c,[x+6x LI

=Co¥Yo + C1Yy

alinirsa

y0=1+—1—x2+lx3+lx4+...
2 6 8

ve

e e
6 12

¢oziimleri (5.1.9) diferansiyel denkleminin homojen kisminin lineer bagimsiz ¢oziimleridir.
Ayrica

ise, (5.1.9) diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimiidiir.

TEOREM 5.1.1 a noktasi, (5.1) denkleminin bir adi noktasi olsun. ¢, ve ¢, keyfi sabitleri ve
y1 ve y, fonksiyonlari, a noktasinda analitik olan dogrusal bagimsiz seri ¢oziimleri gostermek
uzere (5.1) denkleminin genel ¢ozimd,

y(x) = icn (x —a)" = ¢yy;(x) +¢,y,(x)
=0

bigimindedir. Bundan baska, y; ve y» seri ¢oziimlerinin her birinin yakinsaklik yarigap1, ve
fonksiyonlarimin Taylor serilerinin yakinsaklik yarigaplarinin minimumundan daha kigiiktir.

5.2. Adi Nokta Komsulugunda Coziim (Belirsiz Katsayilar Yontemi)

(x = 0) noktast (5.1) numarali diferansiyel denklemin bir adi noktast olsun, s6z konusu

diferansiye] denklemin x=0 adi noktasi civarinda bir seri seklindeki ¢oziimiinii bulmak igin

o0
Y= ax =a,+a,x+8,x" +..+a.x +.. (5.2.1)
r=0
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tarzindaki bir seri goz oniine alinir. Burada “a,” terimi sabit degerleri gostermektedir. (5.2.1)
numarali egitlikte ifade edilen y fonksiyonu, gerekli turevlerini de almak suretiyle, (5.2.1)
numarali diferansiyel denklemdeki yerlerine konur. Boylece elde edilen denklem (5.1) in
kuvvetlerine gore dizenlenir. S6z konusu (5.1) numarali diferansiyel denklemin ikinci tarafi
sifira esit oldugundan, (x) in kuvvetlerine ait katsayilarda ayri ayn sifira esitlenerek bulunan

denklemlerden belirsiz (a,) katsayilari belirlenebilir.

Diger taraftan herhangi bir x = a noktasi, goz oOntine almman (5.1) numarali diferansiyel
denklemin bir adi noktasi olabilir. Bu takdirde x - a = X seklinde eksen (koordinat) donusiimu
yapilip, yeni koordinat sisteminin baslangi¢ (X = 0) noktasi civarinda seriye agilarak,

yukarida belirtildigi gibi gerekli ¢oziim hesaplanabilir.
ORNEK 5.2.1. y"+2xy'+4y =0
diferansiyel denkleminin ¢éziimiinii bulunuz.

Cozimii istenen diferansiyel denklem, (5.1) numarali diferansiyel denklem seklindedir.

Burada,

P(x) = 2x ve Qx)=4

olup, her iki katsayr fonksiyonu da x = 0 igin analitiktir. S6z konusu katsay1 fonksiyonlari
siirekli, tek degerli ve yilksek mertebeden tiirevleri vardir. Nitekim (2x) in ikinci ve daha
yilksek mertebeden tiirevleri, 4 iin ise birinci ve daha yiiksek mertebeden sifirdir. Dolayisiyla

x=0 noktasi s6z konusu diferansiyel denklemin bir adi noktasidir. Bu durumda (5.2.1)

numaralari seri goz oniine alinirsa ¢oziime baglamr.
o 2 3 4 r
Y= ax =a,+aX+aX +ax +aX +..tax 4.
r=0

olup

o0
- 2 3 r-1
y'=Y rax" =a, +2a,x+3ayx" +4a,X" . 1A x4
=0

Y= - Da,x"?=2a,+32ax+ 432> +..+r(r-Dax"" +...
r=0

dir. S6z konusu y fonksiyonu ve tireverini diferansiyel denklemde yerlerine koyarsak,

i r(r—1)a,x"* + ZXi rax" +4) ax =0

r=0 r=0 r=0
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0

Z r(r—1)a,x"> +i 2ra x" + i 4a.x" =0
r=0 r=0 r=0

0

Y rr-1) ax"?+Y 2(r+2)ax" =0

r=0 r=0

olur. Bulunan denklemin birinci kismindaki seride r = 0 ve r = 1 igin (x) in kuvvetlerine ait
degerler, ikinci kisimdaki seriden elde edilemez. Ancak birinci seride r > 2 igin (x) in
kuvvetlerine ait degerler, ikinci seride de bulunmaktadir. Bu durumu goz 6niine alarak sz

konusu esitligi

Y rr-Dax?+Y 2(r+2) ax =0

r=2 r=0

veya birinci seride (r) yerine (r + 2) koyup (r) yi sifirdan baslatarak,

D +2)(r+D)a, X" +) 2(r+2)ax =0

r=0 r=0
i [(r+l)(r+2) a,,,+2(r+2) a,]xr =0 (5.2.2)
r=0

seklinde yazabiliriz. S6z konusu (5.2.2) denklemini seriye agip gosterirsek,
(12a,+2.2a,)+(2.3a, +23a,)x +(3.4a, +2.4a,) x*+(4.5a5+2.52,)x> +...+...

[(r+ 1) (r + 2)a, 1 +2(r+2)aJx + ... =0

olur. Bu denklemin sifira esit olabilmesi igin katsayilarin hepsinin ayri ayr sifira esitienmesi

gerekir. Buna gore,
1.2a,+222a,=0
2.3a3+2.3a;=0
3.4a4+24a,=0
4. 5as+2.5a3=0

r+1)(r+2)as2+2(r+2)a=0 (5.23)

olup, seriye agilmig bulunan denklemdeki katsayilarin (5.2.3) numarali genel indirgeme

(rekairans) formiiliinden hesaplanabilecegi gorilmektedir. Esasen elde edilen (5.2.2) numarali
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denklemi seriye acip katsayilari ayr ayn gostermek yerine, bunlari (x') nin katsayisindan

(rektirans formiliinden) hesaplamak mimkiindiir. Dolayisiyla genel indirgeme formala,
r+1D)(r+2)a2+2(r+2)a =0
dan

2T T +2)

2
(r+1)

a, (r=0,12 ...)

olarak yazilabilir. Buna gore katsayilar hesaplanirsa,

o 2
r=0i¢in azz—TaO
r=1i¢in a, = 2a
= 3

2
r=2igin a4=—§a2
r=3ig¢in a 2a
o y = Ty

4

= 2
r=4igin a6=—§a4

t=5icin a, = 2a
& T e
6

bulunur. S6z konusu katsayilardan ¢ift indisli (az, a4, as, ...) olanlar ile tek indisli (a, a3, as, ...)

olanlarin kendi aralarinda bagntili oldugu goriilmektedir.

Cift indisli katsayilarin genel formalini bulmak igin s6z konusu katsayilari yazarsak,

N = _Ea
2 1 0
2
i



74

» 2
r=2r-2)igin a, =————a,__
( ) igin a, @2r—1) 22
olur. Kolonlardaki elemanlar taraf tarafa ¢arpilarak,

- (_l)l‘ 2r
ay = ag
13.5...(2r-1)

genel formiili bulunur. Buna gore ¢ift indisli katsayilar hesaplanirsa,

a, =-2a,
22
= an
23
T Y

elde edilir.

Tek indisli katsayilara ait genel formuli bulmak igin, tek indisli katsayilan tekrar yazarsak,

2
A

2

2
¥Ecgt

= 2
(r=2r-1)icin a,,, = —Er’azr-l

dir.
Kolonlardaki elemanlar taraf tarafa ¢arpilirsa genel formiil

(-D)'2r

246....2r

a2r+l o

olarak bulunur.

Buna gore tek indisli katsayilar hesaplanirsa
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2
a3 = "531
22
as = ﬁal
23
T Y

olur. Goruldugu gibi ¢ift indisli katsayilar (ag) a ve tek indisli katsayilar (a;) e bagh
bulunmaktadir. Verilen diferansiyel denklem ikinci mertebeden olduguna gore genel
¢oziimiinde iki keyfi sabit vardir. Bu durumda (ao) ve (a;) katsayilar1 keyfi iki sabit olarak
alinabilir. Dolayisiyla (5.2.1) numarali sekiyi g6z oniine alip, hesaplanan katsayilari soz

konusu (5.2.1) numaral: seride yerlerine koyarsak y genel ¢oziimii,

o0
y=Y, ax =a,+ax +2,x° +23%° +....

r=0
=2, +2,X — 225X - %alx3 + %%aox4 +;—:alx5 - 1'233.5 ayx® - 2.243.6aIX7 +...
=ay(l- 2x? +12%x4 - 1;5 x® +...)+a(x —%x3 +§x5 - 2i6x7 +....)
olur. Keyfi sabit ao = ¢; ve a; = c; alinarak y genel ¢ozim;
y =c¢,(1-2x’ +%x4 - 1;5.x6 I BN —%x:‘ +%x5 - 2.2:.6 )

elde edilir.

(y) genel ¢oziiminiin yakinsaklig boliim kriterine (D’Alembert Oran testine) gore

bulunabilir. S6z konusu (y) genel ¢dziimi -0 <X <+ degerleri igin yakinsaktir.
ORNEK 5.2.2. Verilen diferansiyel denkleminde y"+xy = 0

P(x) =0 ve Q(x) =x
olup, katsayr fonksiyonlari x = 0 igin analitiktir. (x = 0) noktast soz konusu difernansiyel
denklemin bir adi noktasidir. Bu durumda (5.2.1) numaral seri g6z oniine alinarak, belirsiz

katsayilar metodu ile ¢dzim bulunabilir. Dolay1styla,
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2 ©
gy = L > r(r-l)ax"?

olur. S6z konusu fonksiyonu ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerine konarak,

0

Y rr-1)ax"*+ xi 5x=0
r=0

r=0

o0 o0

Y rr-Dax"?+> ax™ =0
r=0 r=0

bulunur. Birinci kisimdaki seride (r = 0, 1, 2) i¢in x in kuvvetlerine ait degerler, ikinci
kisimdaki seriden elde edilemez. Ancak birinci seride r > 3 igin bulunan (x) in kuvvetlerine ait

degerler her iki seride de mevcuttur.

Boylece,
21a,+Y rir-1ax">+> ax™' =0
r=3 r=0
veya ikinci kisimdaki seride (r) yerine (r + 3) koyup r’yi sifirdan baslatarak,

212,+Y (r+3)(r+2p,x"+Y ax™ =0
r=0 r=0

218, +Z [(r+3) (r+2)a,,;+a, Jx=0

r=0
elde edilir. Bulunan denklemdeki katsayilar1 sifira esitlersek,
22,=0 veya (22=0)
(r+3)(r+2)a+3+a=0

olup, genel indirgeme (rekiirans) formiili,

a
B S TR s r=01323, ...)
o G+ +I)
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dir. Denklemin ilk terimine ait katsayidan bagkasi rektians formuliinden hesaplanabilir. Buna

gore,
a,
PR i
E 23
a;
A, =——
E. 34
a,
a.=—==0 a; = 0 dan
B 45 (22 )
as
a_—_
S
a
a; =—
SR
as
ag=——-=0
R &
g
g =——>
S
e
910
= — a8 -
o ¥

bulunur. Goruldagi gibi (as , a, a9 ....), (a1, a7, a0 .....) ve (a2, as , ag, an ....) indisli
katsayilar kendi aralarinda birbirleri ile bagintilidir. S6z konusu katsayilara ait genel formuller

hesaplanabilir. Soyle ki,

ag
a, =——=
oy 23
aj
A, = ——=
G 7 -
%__Eg
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kolonlardaki elemanlar taraf tarafa garpilarak,

— (_l)r ao
¥ 123.5689...(3r-1)3r
olur.
a,
a, =——
o Y
a4
a;=———
AR,
.
w {918
a3r—2

By, = ——=d
™ 3r@r+l)

taraf tarafa garpilarak

Raiian CDa, elde edilir.
34679.10. 3rGr+1)

III) Katsayilardan anlagilacag: gibi
ABr+2 = 0 dir.

Yukaridaki katsayilarin genel formiillerinden goriilecegi gibi, (I). siktaki katsayilar (ao) a, (IT).
siktaki katsayilar ise (a;) e baghdir. Coziimii aranan diferansiyel denklem ikinci mertebeden
oldugundan genel ¢oziimde iki keyfi sabit bulunmaktadir. Bu bakimdan a, ve a; katsayilari,

keyfi sabitler olarak alinabilir. Buna gore genel formillerden katsayilar hesaplanirsa;

a; =—— &= a
e S T
a5=0
a a; =
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elde edilir. Boylece genel ¢oziim,

o0
y=2 X =8,+8;X+a,X” +85X +....
r=0

a a a a
y=ag+ax——Lx’——Lxty 0 y6, 1 7

23 34 2356 346.7

olup, ap ve a; e gore diizenlenerek

veya

bulunur. S6z konusu (y) ¢o6ziimi - oo <x <+ oo degerleri igin yakinsaktir.
ORNEK 5.2.3. Belirsiz katsayilar yontemini kullanarak
y'+xy'+2y=x+3,y(1)=0, y'(1) =1

baglangi¢ deger probleminin xo = 1 noktasindaki seri ¢oziimiiniin ilk beg terimini ve katsayilar

arasindaki bagntty1 bulunuz.

Xo = 1 verilen denklem igin bir bayag: nokta oldugundan
y= Z Cn(X—l)n (5‘2.3)
=0

seklinde bir ¢oziim arastirihir. Tirev alma sonucunda elde edilen

@

y'=) nc,(x- - 2

n=1
ve
= i n(n—1)c, (x-1)">

n=2

degerleri verilen denklemde yerine yazilirsa
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0

Z n(n—l)cn(x—l)“‘2+xi ncn(x—l)"'1+2i c,(x-1)"=x+3

n=2 n=1 n=0

olur. Son esitlikteki ikinci serinin katsayisi olan x ve esitligin sag tarafinda bulunan x+3
polinomlar: sirasiyla x=(x—1)+1 ve x+3=(x—1)+4 olarak (x—1) teriminin kuvvetleri cinsinden
elde edilir. Boylece son esitlik

> n(n-D)c,(x- | i nc, (x -1)" +i nc, (x-1)"" + 25: c,(x-1)"
n=1 n=1 n=0

n=2
=(x-1)+4 (52.4)
sekline donugir. (5.2.4) esitliginin sol tarafindaki birinci ve igiincii terimlerde indis
degisikligi yapilarak biitiin toplamlar (x-1)" ortak ¢arpam olarak ifade edilir. Yani
> a(n-De,(x-D"? =3 (n+2)n+1)e,,,(x-1)"

n=0

n=2

ve
i nc, (x-1)"" = i (n+1)c,,(x-1)"

n=l n=0

ozdeslikleri goz oniinde bulundurulursa (5.2.4) esitligi

i (n+2)(n+1)c, ,(x-1)" +i nc,(x-1)" + ‘26 (n+1)c, ,(x-1)" + 22} c,(x-1)"
n=0 n=1 n= -

=(x-1)+4 (5.2.5)
haline donusiir. (5.2.5) esitliginin sol tarafindaki terimleri tek toplam altinda birlestirmek igin
bu terimlerdeki biitiin seriler ortak olan n=1 degerinden baglatilir. Bu amagla s6z konusu
esitlikteki birinci, ugiincii ve dordiinci serilerin n=0 degerine karsilik gelen birinci terimleri
ayr1 yazilir:

i (n+2)(n+1)c, ,(x-1D"=2¢c, + i(n +2)(n +1)c, ., (x —1)"
n=0

n=1

i M+, (x-1)"=¢ + i (n+ Dy (x-1)"°

n=0 n=1

o0

2 ou(x=D)° =°o+i cp(x =1
n=1

n=0
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Baylece (5.2.5) esitligi ayni toplam altinda birlesirse

2c,+¢, +2¢o + ). [(n +2)(n+1)c,,, +nc, +(n+1)c,,, + 2cnkx -n°

n=]
=(x-1)+4 (5.2.6)

olur. Bu son esitligin her iki tarafindaki (x-1)" teriminin katsayilar esitlenirse;

x-1%:2¢c, +¢, +2c, =4 (52.7)
(x-1)":6¢, +3¢, +2¢, =1 (5.2.8)
ve n>2 igin

x-D)":(n+2)(n+1)c,,, +nc, +(n+1)c,,, +2¢c, =0 (5.2.9)

saglanmalidir. (5.2.9) katsayilar arasindaki bagintiy1 belirlemektedir. Bu bagintidan

1 1

Cour = c, ~ c 52.10

n+2 (n +1) n (n +2) n+l ( )
bulunur. Ayrica baslangi¢ kosullari y(1)=0 ve y’(1)=1 oldugu kullanilirsa (5.2.3) den
¢ =y()=0,¢c, =y'(1)=1 (5.2.11)
oldugu goriiliir. Diger taraftan (5.2.7) ve (5.2.11) den

3

¢y . (5.2.12)

ve (5.2.8), (5.2.11), (5.2.12) den
Cy=——

elde edilir. c4 degeri ise n=2 igin (5.2.10) den

1 7

olarak hesaplanir. Boylece xo=1 de aranan ¢oziim, hesaplanan ilk bes katsayinin (5.2.1) de

3 5 9 S 7 4
: =(x-D+=@=l) ~—(x-1) ——(x-1)"+...
yerine yazilmasiyla y = (x —1) 2(x ) 6( ) > 4( )

seklinde bulunmus olur.
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ORNEK 5.2.4. (1+x%)y"+y =0
diferansiyel denkleminin xo=0 noktasindaki seri ¢oziimiinii bulunuz.
g i C,X” (5.2.13)
n=0

degeri verilen denklemde yerine yazilirsa

o0

(1+ x2)z n(n-1)c,x" % + 21e,x%=0
n=2

n=0
veya
> n(n-1e,x"?+Y nn-1e,x"+ Y, c,x"=0 (5.2.14)
n=2 n=2 =0

bulunur. (5.2.14) esitligindeki birinci terimde indis degisikligi yapilirsa; yani
> n(n-1e,x" =3 (n+2)(n+1)c,,,x"
n=0

n=2

oldugu kullanilirsa (5.2.14) esitligi
> (+2)(n+1)c,,,x" + Y n(n-De,x"+ D ¢,x" =0 (5.2.15)
n=0 n=2 =0

doniigiir. Bu son esitlik, n=2 degerinden baglayarak ortak toplam altinda birlestirilecek sekilde

gerekli diizenlemeler yapilirsa

(2c, +¢4) +(6¢; +¢;))x + i [(n +2)(n+1)c,,, +n(n-1)c, + cn] =0

n=2

bulunur. Son esitligin her iki tarafindaki x’in benzer kuvvetleri esitlenirse

X2, 4+ Cg 20 (5.2.16)
X:6¢cy+¢; =0 (5.2.17)
ve n>2 igin

x":(n+2)(n+1)c,,, +(n* —n+1)c, =0 (5.2.18)

denklemleri elde edilir. (5.2.16), (5.2.17) ve (5.2.18) dan
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Cy = 1C C _IC C 3C : Cn,C : :
= —_—— . = — . g — = — . =——0C, =——C
B* 2 0.8 E 9t 98 977,020 0620 |

bulunur. Butiin bu degerler (5.2.13) de yerine yazlirsa
1 2 1 3 1 4 7 5
=Cy+CX ——=CoX ——C;X +—CoX +—C;X  +...
g R 0 . g 0 120
veya

y=Cq l—lx2+lx4+... +¢ x—lx3+——7—x5+...
y 8 6 120

genel ¢oziimii elde edilir.
ORNEK 5.2.5. y"+2y = 0 denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
y'+2y =0 (5.2.19)

denklemi i¢in t=0 bir adi noktadir. P(t)=0 ve Q(t)=2 fonksiyonlar1 t=0 da analitiktir. Bu

nedenle, (5.2.19) denkleminin seri ¢éziimii olan

y=y(t)=Y c;¢" (5.2.20)
=0

serisi, [t|<R iken yakinsaktir. (5.2.20) ¢ozimi, y(0)=co, y'(0)=c,; baslangi¢ kosullarim saglasin,

y'(t)= i nc t" 7 y"(t) = i n(n-1)c, t"2 (5.2.21)
n=1 a=2

degerleri (5.2.19) denkleminde yerine yazilirsa,

o0

> nn-1e, t" 2 +2), c,t" =0

n=2 n=0

bulunur. Ik seri sifirdan baglamak tizere diizenlenirse,

i {(n +2)(n +1)c,4, +2¢, }[ =i
n=0

n

elde edilir. Sifir fonksiyonunun seri agiliminda tiim katsayilar sifir olacagindan, sol yandaki t

nin katsayilari da sifir olmalidir. Bu nedenle, ¢, katsayilar arasinda
(n+2)n +1)c,,, +2¢, =0 (0=0,1,2,...) (5.2.22)

indirgeme bagintisi elde edilir. (5.2.22) den,
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2 2 2 - 2 23
01,66: CO’ 7 '—Cl,

€, = ——Cy,C3 =——¢C,,C
AT e 6! 7

bulunur. Bu degerler (5.2.20) da yerine yazilirsa, ¢oziim

- BT T 25 . 7
t 1-=t + ¢4 -= Dt i s A
y(t) = co{ > 4|t 6t +.. }+c,{t 3't 5!t 7!t +...

2 (V2)™ | a1 (12)"!
"°°§( )y 22( Ry

=k, cos(t«/i) +k, sin(tv/2), Ko =0Co. K, = %

bigiminde elde edilir. Bu serilerin yakinsaklik yarigapi R=co dur.

ORNEK 5.2.5. y"—ty'-y =0 denkleminin genel ¢oziimiinii (5.2.20) tipinde bir seri ile ifade
ediniz.

L -yy=0

denkleminde (5.2.20) ve (5.2.21) degerleri yerine yazilirsa,

3 n(n-1)c, t" % - 3 nc, t" - 3 At #0
3 ¥ - 3
n=0

n=2 n=1

bulunur. Burada, birinci ve ugiincii seri t” ile baglarken ikinci seri t ile baglamaktadir. Birinci

ve tigiincu serilerde ilk terimler toplam digina alinirsa,

2c2+Zn(n e, t"2 - cht —Co— th =0

n=1 n=1

olur. Birinci seride n yerine n+2 yazilarak sayma 1 den baslatilip diizenlenirse,

2c, co+z {(n+2)(n+l)c,,+2 (n+1)cn}t =0

n=1

bulunur. Sifir fonksiyonunun tiim katsayilar sifir olacagindan,
2c,—c, =0 (5.229)

(n+2)c,,,-¢,=0(n21) (5.2.25)

elde edilir. Son baginti, ¢, katsayilarinin gergekledigi indirgeme bagintisidir. (5.2.24) den,

C2 = 5%
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dir. (5.2.25) bagintisi,

1

C.\hy =—C n>1
n+2 n+2 n ( )

bigiminde yazilirsa,

€y =—C;,C4 =—C) =—Cy,C5 =—C; = —C...
e RO 47 2 X 2neg )

1 1
U, = e, (Gl
46Oy T 357 [+

¢, (n=1)

elde edilir. Buna gore, (5.2.23) denkleminin genel ¢oziimii her t i¢in yakinsak olan seriler

cinsinden

y(t)=co +cit +c,t2 +...

¢ s {hiig
=09t 14+ — + —=4 FF QI homiaa
2 42 3203

n+l

© 2n ©
t t
=¢ z ———+cC Z —_— -
V&S 9 36 .(21) T T3S TETY

n=0 n=0

= Co¥1 (1) +C3y,(1)

bigimindedir ve serilerin yakinsaklik yarigap: sonsuzdur.

ORNEK 5.2.6. y"—(t—1)y'-y=0 (5.2.26)
denkleminin genel ¢dziimiinii t-1 in kuvvetleri cinsinden bulunuz.

Coziimii bir Maclaurin serisi ile vermek igin t-1= x degisken doniisimi yapilirsa,

y() = y(x +1) = Y(x)

ve

dy(t) _dY(x) dx _dY dy_d°Y
& & @& & W Owm

olur. Buna gore, (5.2.26) denklemi,

2

bigimini alir. Bu denklem, (5.2.23) denklemidir. Genel ¢6ziim,
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Y(x)=¢,Y, (x)+¢,Y,(x)
oldugundan (5.2.26) denkleminin genel ¢6ziimii, x = t-1 igin
y=Coy (t—1D+c¢y,(t-1)

(t gy 1)2n © (t . 1)2n+1
) 246._(2n) * ol 357.(2n+1)

n=0 n=0

dir. Seriler her t i¢in yakinsaktir.
5.3. Tekil Nokta Komsulugunda Coziim (Frobenius Yontemi)

(x = 0) noktast (5.1) numarali diferansiyel denklemin bir diizgiin tekil noktasi olsun. Bu
takdirde (5.1) numaral diferansiyel denklemin x = O dizgiin tekil noktas: civarinda seri

seklindeki ¢oziimii Frobenius yontemine gore bulunabilir. Bunun igin,
¥ = xkz iLX = Z %
r=0

seklindeki seri kullamhr. Gorildigi gibi (5.2.1) numarah seri (x*) tarzinda bir terimle
carpilmak suretiyle (5.3.1) numarali, seri elde edilmektedir. Buradaki (a,) katsayilar:1 sabit
degerlerdir. (k) degerleri ise negatif, sifir, pozitif, tam say: veya kesir olabilmekte ve “indisel
denklem” veya “indis denklemi” denilen flk)=0 seklindeki, ikinci dereceden bir esitlikten
hesaplanmaktadir. S6z konusu f(k)=0 indisel denklemin kokleri olan k; ve k; ye, goz oniine

alinan diferansiyel denklemin “iis” degerleri denir. S6z konusu k; ve k; degerlerinin,
I) k, # k; olup, aralarindaki farkin tam say1 olmamasi

) k; = k; olmasi

M) k; # k; olup aralarindaki farkin tam say1 olmasi

hallerine gore ii¢ ayri ¢oziim sekli bulunmaktadir. Frobenius yonteminin kullanilig tarzi
asagidaki orneklerle agiklanmigtir.

Diger taraftan herhangi bir x = a noktasi (5.1) numaral: diferansiyel denklemin bir “diizgiin
tekil noktasi” olabilir. Bu durumda x-a=X tarzinda eksen (koordinat) donigiimii yapilip, yeni

koordinat sisteminin baglangi¢ (X=0) noktas: civarinda Frobenius metoduna goére ¢oziimii
hesaplanabilir.

TANIM 5.3.1

a,(x)y"+a, (x)y'+ay(x)y =0 (532)

denklemini goz oniine alalim. Eger (5.3.2) denklemi
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x?P(x)y"+xQ(x)y'+R (x)y = 0 (533)

olarak yazildiginda P(x), Q(x) ve R(x) fonksiyonlar1 xo = 0 noktasinda analitik ise ve P(0)=0

saglaniyorsa xo=0 noktasina s6z konusu denklemin bir diizgiin tekil noktas: ad: verilir.
ORNEK. 5.3.1. x,=0 noktasinin

x*(cosx)y'"+x%y'+6y = 0 (53.4)
denkleminin bir diizgiin tekil noktasi olup olmadigini aragtirimz.
P(x)=cosx,Q(x)=x,R(x)=6 (5.3.5)

alimrsa (5.3.4) denklemi (5.3.3) formunda ifade edilmis olur. (5.3.5) de tamimlanan
fonksiyonlarin her biri xo=0 noktasinda analitik ve P(0)#0 oldugundan x,=0 noktasi verilen

denklemin bir diizgiin tekil noktasidir.
ORNEK 5.3.2. xo=0 noktasinin

(x3 + x4)yn+xy|_xy =0 (536)
denkleminin bir diizgiin tekil noktas: olup olmadigin arastirimiz.
P(x)=x+x%,Q(x)=1R(x)=—x

alinirsa (5.3.6) denklemi (5.3.3) formunda ifade edilmis olur. Ancak P(0) = O oldugundan
Xo=0 noktas: verilen denklemin bir diizgiin tekil noktas: degildir.

Eger x,=0 noktasi (5.3.1) denkleminin bir diizgiin tekil noktasi ise s6z konusu denklemin

seklinde en az bir ¢oziimii mevcuttur. Bunu gérmek igin

P(x)=Y px", Q)= gux"RX®) =2 rx" (53.7)
n=0 n=0 n=0

Maclaurin serileri (5.3.3) de yerine yazilirsa

XZZ pnxnz (r+n)(r+n_1)cnxr+n-—2 +XZ qnxnz (r+n)cnxr+n—l
n=0

n=0 n=0 n=0
o0 o0
n+r
+ I hx " X
n=0 n=0

-0 (53.8)
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bulunur. xo = 0 noktas: verilen denklemin bir diizglin tekil noktas: oldugundan son denklem

x#0 igin saglanir. Boylece son denklemin her iki tarafi x™ ile carpilirsa

i pnx“i (r+n)(r+n-1)c,x" +i q,X Z (r+n)c,x +Z r, X Z G X"
n=0 n=0

n=0 n=0 n=0
=0 (5.3.9)
elde edilir. (5.3.9) denkleminde n=0 degerine karsilik gelen sabit terim yazilirsa
(Por(r—1)+rqqy +15)c, =0
oldugu gorulir. co=0 oldugu kabul edilirse
p(r) =por(r—1)+1qy +1, =0
olur. (5.3.10) denklemi indis denklemi ve p(r) ise indis polinomu olarak adlandirilir. indis
polinomu ikinci dereceden bir polinom oldugundan iki kokii mevcuttur.

ORNEK 5.3.3. 2x%y"+3xy'+(x* - 1)y =0

diferansiyel denkleminin ¢éziimini bulunuz.

Coziimii aranan diferansiyel denklemi,

3x x*-1)
"+ |+ — O
! 2x? % 2x2 g

seklinde yazabiliriz. Bu durumda

% ¥ .
P(X)--27—2x Q(x)=

1)

olup, x=0 igin P(x) ve Q(x) fonksiyonlarinin her ikisi de sonsuz olmaktadir. Diger bir deyisle
her ikisi de analitik degillerdir. Dolay1siyla x=0 noktas: bir tekil noktadir.

S6z konusu x=0 tekil noktasinin diizgiin olup olmadiginin belirlenmesi i¢in x P(x) ve x* Q(x)

carpimlari tegkil edilir. Buna gore,

3k
xPxX)=x—=—
(x) x2x 2

2 (x*-1) _(x*-1)

2x? 2

x2Q(x) =x

olup, her iki garpimin x=0 igin analitik oldugu goriliir. Buradan x=0 noktasimin bir diizgiin
tekil nokta oldugu anlagiimaktadir. Dolayisiyla verilen diferansiyel denklemin, x=0 noktas
civarinda seri seklindeki ¢ozimu Frobenius metoduna gore bulunabilir. Bunun igin,



r=0 -

tarzindaki (5.3.1) numarali seriyi alarak ¢oziime baglanabilir. Goz Oniine alinan (y)

fonksiyonunun tirevleri de alinirsa,
< k
+r
y=2, ax
r=0

y'= Z (k +r)arxk+r—l

r=0
y'=Y (k+nk+r-Dax“"?
r=0
bulunur. (y) fonksiyonu ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine konursa

%73 (ke )k +r-Dax®+3x3 (k+rnax""+(x - ax*" =0

5 g r=0

> 2k +r)k+r-Da,x**" +> 3(k+r)ax"+ Y ax**"? -3 ax"*" =0
r=0 r=0

r=0 el

i [2(k + i)k + 1= 1) +3(k + 1)~ 1]a,x"*" + > a,x*"*? =0

o r=0
f: {(k + r)[2(k +r-1)+ 3]_ l}a,x"” + Z a,x"“” e
R r=0

i [(k + l')(2k +2r+ 1) — ]]arxk'” p Z a,x""*z %
=0

r=0

olur. Birinci kistmdaki seride r = 0 ve r = 1 i¢in x in kuvvetlerine ait degerler, ikinci kisimdaki
seriden elde edilemez. Ancak birinci seride r>2 i¢in x in kuvvetlerine ait degerler, ikinci

seride de bulunmaktadir. Buna gore s6z konusu esitligi

[k(2k +1) - 1Jagx" +[(k + D)2k +3) — 1]a,x"*" +

i [(k +1)(2k +2r+1)- l] arx"+r & Z arxk+r+2 ot

r=2 r=0

veya iigiinci kisimdaki seride (r) yerine (r+2) koyup, (r) yi sifirdan baslatarak

[k(2k + 1) - 1Jagx* + [(k + D@k +3) - 1ax"*' +
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(k+r+2] 2k + 26 +2)+1]-1 Ja,, ;x4 3 a,x4*2 =0

r=0

Ms

.,
I}
(=]

(2k? +k —1agx* +[(k +1)(2k +3) - 1]a,x**" +

i {[(k +r+2)2k+2r+5)- 1]ar+2 + ar} k42 _ g

=0

-

olur. Elde edilen son esitligi (x) in artan kuvvetlerine gore diizenlersek,
(2k? +k —1ax* +[(k + )2k +3)-1] a,x**' + {[(k +2)(2k +5)-1h, +ao}xk+2 +..+

{[(+r+2)@k+2r+5)-1]a,,, +a, K2+ =0 (53.11)

bulunur. (5.3.1) numaral esitligin gergeklesmesi i¢inde x degiskeninin katsayilarinin hepsi

ayr1 ayr sifira egit olmalidir. Dolayisiyla

(2k? +k-1)a, =0

[k +1)(2k +3)-1]a, =0

[k +2)2k +5)-1]a, +a,=0 (5.3.12)
[k +r+2)2k+2r+5)-1]a,,, +a, =0

elde edilir.

Yukaridaki denklemlerin birincisinde ag=0 farz edilebilir. Bu durumda, a;#0 olduguna gore,
birinci denklemin sifira esit olmasi igin (2k*+2k+1)=0 olmahdir. iste f{k)=(2k*+2k+1)=0
seklindeki (k) min ikinci dereceden fonksiyonu olan bu denkleme “indisel denklem” veya
“indis denklemi” denir. S6z konusu indisel denklem vasitasiyla diferansiyel denklemin k; ve
k, uisleri hesaplanabilir. Buna gore

2k* +k-1=0

denklemi ¢oziilirse,

1

olur. Goraldugi gibi kizka olup, ki ve ka degerleri arasindaki fark tam sayi degildir. Bu
1 3
takdirde k, =—1e ait y1 ozel ¢ozimi ve k, = : ye ait y; Ozel ¢oziimi asagida agiklandigi

gibi hesaplanarak, diferansiyel denklemin genel ¢oziimi bulunabilir. Soyle ki,
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k, =-1 ve k, =% igin ap#0 farz edilmisti. (a,) katsayis1 igin ikinci denklemi goz Oniine
alirsak,

[k +D2k +3)-1]a, =0

dir. S6z konusu denklemden,

1) k, =-1 igin (-1), a;=0 elde edilir. Bu esitligin gergeklesmesi igin a; = 0 olmalidir.

2) k, = 5 i¢in (5) . a;=0 bulunur. Bu esitligin gergeklesmesi i¢in de a; = 0 olmalidir.

Ote yandan k, =—1 ve k, = % ye ait diger katsayilarin hesabinda,

[(k+r+2)2k+2r+5)-1]a,,, +a, =0
veya

ar
2 s+ 2)2k+2r+5)-1]

seklindeki, (5.2.12) numarali, genel indirgeme (rekiirans) formilinden yararlamlir.

Dolayisiyla (r=0,1,2 ...) igin,

B a, = a,
27 Ix+2)2k+5)-1] (k+3)2k+3)

S a; ~ -
= ke ks D=1 oo

a,=— 22 =- %
YT [k +4)(2k+9)-1]  (k+5)2k+7)

40 8 =
SR TSI

a S a3 =0
21 = Tk +2r— )2k +4r-1)-1]

- a2 = a,,_,
o [(k+2r)(2k+4r+l)—l] (k+2r+1)(2k+4r-1)
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bulunur. Yukaridaki katsayilardan anlagildig: gibi k, =—1ve k, :% degerleri igin tek indisli

katsayilar,

dir. Cift indisli katsayilarin genel formiiliinii hesaplamak igin, rekiirans formiilinden bulunan

¢ift indisli katsayilar1 yeniden yazalim.

a,=- 8
27 (k+3)(2k+3)

a,=— 4
Y (k+5)2k+7)

B o Q22
T (k+2r+1)(2k+4r-1)

olur. Kolonlardaki elemanlar taraf tarafa ¢arpilirsa,

e (=1 a,
o T k4 3) 2k +3)k + S)2k + 7). (k+ 2r + )2k + 4r - 1)

genel formiilii bulunur. S6z konusu genel formiilden katsayilar hesaplamirsa (r=1, 2, 3, ...) igin

3
a,=-
(k+3)2k +3)

& )
4= k+3)2k +3)(k + 52k +7)

b T Tk + 3)2k +3)(k + )2k + )k + T2k +11)

...................................................................................

elde edilir.
Diger taraftan, (a, a3, as, .. ) katsayilar1 genel indirgeme (rekiirans) formiiliinden

hesaplandigindan (5.3.11) numarali denklemde yerlerine konursa, ilk iki terimden sonraki

biitiin terimler, k ne olursa olsun, sifira gider. Denklemin birinci terimindeki ao=0 farz
edilmisti. Dolayisiyla 2k +k — 1 =0 veya k; =—1, k, = % igin birinci terim sifir olur. Ikinci

terim ise (a;=0) alindig1 igin sifir olur. Bu sebepten a, (r=0, 1, 2, 3 ....) katsayilar1 (5.3.11)
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denkleminde yerlerine konursa yalmz birinci terim kalir digerleri sifira gider. Bu arada (5.3.1)

numaral seriyi tekrar yazarsak,

0
k k
y=Xx Z ax =x (a0+a1x+a2x2+a3x3+....)
r=0

dir. S6z konusu (5.3.1) numarali seride hesaplanan katsayilari yerlerine koyup, bulunan seriyi

(y) ile gosterirsek,

S 2 4
y= a(,xk {1 - =

T k+3)2k+3) | (k+3)2k+3)k+ 5)2k+T)

x6
(k +3)2k +3)(k + 5)(2k + T)(k + T)(2k +11)
olur. S6z konusu (;) serisi,
2x2y" +3xy +(x? — 1)y = (2k* + k — )a x*

seklindeki diferansiyel denklemi gergekler. Denklemin sag tarafi k=-1 ve k :% i¢in sifir
olur.

Bu durumda a,, # 0 olup, keyfi sabiti ifade etmektedir. Dolayisiyla (k =k, =-1) e ait y; 6zel
¢ozimiin ve (k =k, =1/2) ye ait y, 6zel ¢oziimiin bulunmasinda, uygun olmasi bakimindan,
a, =1 alinabilir. Buna gore ; ¢Oziimiinde,

1) k=k, =-1 ve a, =1 alinarak

—x"l——)52—+ IS 5 +
i 71 21454360

1 x? x* x®
e £ e -y e
X 2 IS5 T RIS

bulunur.
2) k=k, =1/2 ve a, =1 alnarak

2 4 6
_ 12 A

P 5 "
T (l 72772114 72114156
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2 4 6
::\/;_(1—‘3£—“+ 3 o ]

— +....
27 PATH TXINS

olur.

S6z konusu y; ve y, ¢ozumleri verilen diferansiyel denklemin lineer bagimsiz ozel
¢ozuimleridir. Diferansiyel denklemin y genel ¢oziimii ise y; ve y, 6zel ¢oziimlerinin keyfi

sabitlerle tegkil edilen lineer birlesimidir. Dolayisiyla,

y=61y, Gy,

veya

1 x? x* x4 x? x* x8
Fug ~tle—4— <= +... [t evxjl-—rt— _gr y
X 2 2R1S 21159 27 (22711 PRI

elde edilir. Burada (y) ¢oziimi 0<x<+o0 igin yakinsaktir.

ORNEK 5.3.4. 2ty"+y'+ty = 0 denklemin genel ¢oziimii bulunuz.

o Wiy=0 (5.3.13)
denkleminde
2
t
a,=2t,a, =1, a, =t,ta—l=-l- ve tza—zz——
a() 2 ao 2

oldugundan, t=0 noktasi (5.3.13) igin bir diizgiin tekil noktadir. Bu denklem igin

y=t*Y ot =3 g (t>0) (5.3.14)
k=0 k=0

bigiminde bir seri ¢6ziim aramir:

Y=Y @+k)et® 7 y"®)=2 (a+k)o+k- Dai? (5.3.15)
k=0 k=0

dir. (5.3.13) denklemi t/2 ile garpilip tiirev degerleri yerine yazilirsa,

2 0 0 @
tzy"+1y'+!—y =Y (a+k)a+k- De t*** + lz (o +k)c, t** + lz aiTE? =0
2 k=0 250 250

olur. ilk iki seride bulunan t* ve t**" tisli terimler toplam digina alimir ve kalan iig seri de ayni

toplam altinda yazilirsa,



95
afo—Degt” +afa+ e t* + 3 (a+k) (o +k —I)e, -

1 a1 atl |, 1€ Kk, I< atk _
oot +5(a+l)c,t 5; (o + k), t** + —Z=: & 1™

N

1 o 1 2 =
oo — E)C"t +(a+ 5)(a +1)c, t ", Z {(a +k) o +k - %)ck - %ck_z}t“”‘ =0
k=2

elde edilir. Bu denklemin saglanmasi igin t nin her kuvvetinin katsayisi sifir olmalidir. O
halde,

oo — %)c0 =0, (aa+1)(o+ %)cl =0
(a+k)(a+k—%)ck +%ck_2 ~0(k=23,..) (53.17)

dir. ¢, # 0 oldugundan, (5.3.16)daki ilk denklemden,

1
oafoa——)=0
( >
olmalidir. F(a) = oo - —;—) bir polinomdur ve 6zel olarak

F(a) =a(a—%)=0 denklemine, (5.3.13) diferansiyel denkleminin indis denklemi denir.

Indis denkleminin koklerine, diferansiyel denklemin diizgiin tekil noktadaki iisleri denir. Bu

ornek igin usler

o, =0 ve a,=—

dir.

1) o; = O ise: (5.3.16)’deki ikinci denklemden, l.%.cl =0

elde edilir. Bu bagint1 yalnizca ¢,=0 segildiginde gergeklenir. (5.3.17) bagintisindan,
1 -1

1 1 7,
k(k -5)<;k +%2= 0=¢ = mck-z (k=23,.)

olur. Buradan,
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1
C
437"

~1

ya da

) " X
24..(2n)3.7.(4n-1) "’

Con-1=0,Cap a=12..

bulunur. Bu degerler (5.3.14) de yerlerine yazilirsa, co = 1 se¢gmekle,

< (_l)n 2n *1:
t)=1+ t elde edilir.
() 2__:1 24._(2n)3.7. (4n-1) o
R = lim |-22{= fim (2n +1)(4n +3) =
n-—>oo an+l n—oo

oldugundan, seri her t i¢in yakinsaktir.
ko
2)a, = S ise (5.3.16) den,

3
l.—¢ =0
2°1

ve bunun saglanmast i¢in ¢; = 0 olmalidir. (5.3.17) indirgeme bagintis,

-1
¢ =—¢C k=23
Mk - ( )
bigimini alir. Buna gore, katstyilar co cinsinden hesaplanirsa,

c, =0,¢;=0,.,6,,=0(n=12,..)

1 "

e 1 = o S c
€= =55, = S g T S 2n)59. (@n+1) °

olur. O halde, a, =-;— i¢in ¢ozim,

b (—l)n 2n
ya(t) = tm{l 5 E 2.4..(2n).59.. .(4n + 1)t }

biciminde elde edilir. Bu serinin her t igin yakinsak oldugu kolayca gorilir. y, ve y» seri

cozimleri sirastyla, t* ve t? ile basladigindan, goziimlerin dogrusal bagimsizhig agiktir. Bu
nedenle, (4.3.13) denkleminin genel ¢oziimii, yukanida bulunan y,(t), y2(t) ve keyfi k;, k;

sabitleri i¢in
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y(t) =k, y,(t) +k,y,(t) (t>0)
dir.
Ornekle, uygun bir (-R, R) araliginda yakinsak bir kuvvet serisi ile verilen

y(t) =k y; (D) +k,y,(1)

- C (_ l)n 1/2 L (_ l)n £
-kl{l+nz=;2.4...(2n).3.7.._(4n—1)+2n}+k2t {HZ WL }(5.3.18)

n=1

fonksiyonunun (5.3.13) denkleminin bir ¢éziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun tssinin

ve ¢, katsayilarinin (5.3.16) ve (5.3.17) bagintilarini saglamasi oldugu ortaya konmustur.

Genel halde, bir diizgiin tekil noktali ikinci basamaktan
L(y) = t*y"+tp(t)y'+q(t) = 0 (5.3.19)

diferansiyel denkleminin seri ¢oziimleri, 6rnekteki gibi incelenebilir. |t| <R igin p(t) analitik

fonksiyonlarinin seri agilimlart,
p=3 Pt =Y qut*
k=0 k=0

olsun. y, (5.3.14) bigiminde bir fonksiyon ise y' ve y'' tirevleri (5.3.15) ile verilir.

pOY D=1 Pt (@ +k)e ™)
k=0 k=0

=i (i (a+k)ep, "
k=0 k=0

ve

1Oy =3 Gt t™)

k=0 k=0
:Z (Z ckqn—k)ta+n
n=0 k=0
elde edilir. Bu degerler (5.3.19) denklemi de yerine yazilip t nin kuvvetlerine gore

diizenlenirse,
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Q. ct™™=2 {(a +n)a+n-Tc, + 3 [(a +K)Pyy + Qs };k}t‘”" =0
k=0 k=0 k=0
bulunur. Sifir fonksiyonun katsayilan sifir olacagindan, n = 0,1,2,... igin
@+n)a+n-1c, + 3 fo+k)p,_y +7u k=0 (5.3.20)
k=0
c—a=0 igin,
Ia(a_l)’LaPo +QOIC0 =0
ise ¢, #0 oldugundan, o nin aranilan degerleri,
Fla)=a(a—-1)+ap, +q,=0

indis denkleminin kokleridir. a; ve ay ile gosterilen kokler, (5.3.19) denkleminin diizgiin tekil

noktadaki usleridir. n > 1 igin ¢, katsayilarinin gergekledigi (4.3.20) indirgeme bagintisi,
n-1

[+ ) +n -1+ @+ n)py +a0) ey = -3 fa+bpyy b
k=0

bi¢iminde yazilabilir. Bunun sol tarafi F(a +n)c, dir.

G,(k,a)=(a+k)p,_ +q,

olmak tizere,
n-1

F(a+n)c, =—) F,(k,a)c, (n>1)
k=0

dir. o ve ay i¢in F(a+n)#0 oldugundan, c, katsayilar (5.3.22) indirgeme bagntist ile co

cinsinden belirlenir. (4.3.19) denkleminin ¢dziimleri, a; ve o tislerine bagl olarak irdelenir.
ORNEK 5.3.5. 4xy"+2y'+y =0

x = 0 bir aykirt noktadir. O halde Frobenius serisini kullanacagz.

y=Y cx™ y'=2 (m- Ox™ Ly =" (m+r)(m +r - 1), x™?

oldugundan bu deger diferansiyel denklemde yerlerine konursa denklemin 6zdes olarak

saglanmasi gerekir. (Butin toplamlar r tizerine ve sifirdan sonsuza kadardir.)

4xy"+2y'+y = 3 Am+r)(m+1 - Dex™ - > 2(m +r)e, x™" - D> ex™ =0
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veya ilk iki terimi toplayarak

Y 2Am+r)2m+2r-1e,x™ M+ ¢ x" " =0 (5.3.23)
r=0 r=0
buluruz.

Bu ifade 6zdes olarak saglamali, yani o x in artan kuvvetlerine goére tanzim edildiginde x in
bitiin kuvvetlerinin katsayilar ayri sifir etmelidir. (5.3.23) te, =0, 1, 2 .... koyarak ifadeyi su
sekilde ifade edebiliriz.

2cym(2m —1)x™" +|2¢, (m +1)2m +1) + ¢, [x™ + [, (m + 1)2m + 3) + ¢, [x™*

+ ...lZcr_l(m +r+1)(2m+2r+1)+c, ]xm” +..=0

Buradan bitiin katsayilar ayr1 ayri sifira esit kilarak

2m(2Zm—-1)c, =0 (53.24)
2(m+1)(2m +1)c, +¢, =0

2(m+2)(2m +3)c, +¢, =0 (5.3.25)

2(m+r+1)2m+2r+1)c,_;+¢, =0
indirgeme formiillerini bulalim.

co Frobenius serisinin birinci katsayisi oldugundan onun sifirdan farkli oldugunu farz

edebiliriz. Ciinkii aksi halde birinci katsayisi ¢ olan
X" (e, +ex+ex’ +..u)

seklinde yine bir Frobenius serisi elde ederdik. Bu ikinci seride sadece m yerine m+l1

gelmigtir.

Fakat m indisi heniiz belirsiz oldugundan bu yeni seri karakter itibariyle farkhi degildir.
(m-1=m yazilabilir.) co#0 olduguna gore (5.3.24) den

m=0
veya

m = 1/2 buluruz.
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Boylece m indisi belirlenmistir. m indisini belirlemeye yarayan ve (5.3.23) te kigiik uslii

terimin katsayisimi sifira esitlemekle elde edilen (5.3.24) denklemine indisel denklem denir.

Artik m nin bu degerleri (5.3.25) denklemlerinde kullanilabilir.

Bu denklemler m=0 igin
7
YT

=, A
AT
: )
RETiniy 309

]

verirler.

Bunlar taraf tarafa ¢arpilirsa her iki yanda bulunan ¢,, ¢, ..., ¢.; ile boliinerek,

RORILY - | SCSRINE, L P
2'113.57..(2r-1) © 2°.r.2r)! © (20!

Co

T

genel formiilii bulunur.
Simdi
y=X"(Co+C X +Cx2 +...)

Frobenius serisinde m = 0 ve c lerin degerleri yerlerine konursa

serisi elde edilir ki x in her degeri igin yakinsak oldugundan bir ¢6ziimdiir.
yi ¢oziimiinin Cq cos+/x ten ibaret oldugu kolayca goriiliir c, keyfidir.

Aymi sebeple m=1/2 igin (5.3.25) indirgeme formullerinden



101

¢ =——C
- 33

LA
£ 85

ook §
E - 247

c,=—¢C
fo@r+n2r ™
bulunur ve bunlar taraf tarafa garparsak

B CY
2r+1)!

Co

genel formiiliini elde ederiz.

O halde

24 5 TN N
Y2 =CpX [1 3!+5! 7!+ ...... ]

olur. Bu seri de x in her degeri i¢in yakinsak oldugundan ikinci bir ¢oziimdiir. y; nin de

C sin Vx oldugu asikardir.
Boylece genel integrali

y = Ay, + By,

= Acos«fx_ +Bsin vx

tir. Keyfi olan ¢y yerine birinci ¢oziimde A ikincide B alinmigtir.

Genel olarak indisel denklemin kokleri farkli ve aralarindaki fark bir tam sayiya esit degilse
y) ve y, gibi bagimsiz iki Frobenius serisi elde edilir. Bu seriler kendi yakinsaklik araliklar
icindeki x ler i¢in ¢oziimdirler ve genel ¢oziim

y = Ay, +By,

seklinde yazilir. Bu son ifade iki serinin ortak yakinsaklik aralig: i¢inde bir ¢ozimdur ve iki

keyfi sabit ihtiva ettigi i¢in genel ¢oziimdiir.
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5.3.1 indisel Denklemin Koklerinin Esit Olmas: Hali

Indisel denklemin iki koki birbirine esitse yukarida elde edilen y,, y» goziimleri aym olur ve
Frobenius tipinde yalmz bir seri elde edilmis olur. Baska bir deyimle iki 6zel ¢oziim artik
bagimsiz degildirler. Genel ¢6ziim yazabilmek igin bagimsiz ikinci bir ¢oziim bulmak

gereklidir. Bu Frobenius yontemi ile yapilir.

Yontemin nasil kullamldig: asagidaki ornek iizerinde gosterilecektir.

xy'"+y'+xy =0 (53.1.1)
sifirtnct mertebeden Bessel denklemini ele alalim. Diferansiyel denklemde

y =Y ¢x""" koyarsak

> e (m+r)’x™ 4+ e x™ =0 (5.3.1.2)
r=0 r=0

ifadesini buluruz. Bunu x in artan kuvvetlerine gore diizenleyelim

com?x™ ! +¢, (m+1)*x™ + lcz(m -2)? +c0}x“’“ +..+ lcm(m +r+2) + c,lx“‘““ +..=0
Ik iki terimden sonra gelen biitiin terimlerin katsayilar1 genel
C,.y(m+r+2)2+¢c =0 (5.3.13)

indirgeme formiiliinden elde edilebilir. (=0, 1, 2, ...). iki iki katsayr buradan bulunamaz.
Cunkii =0 ig¢in (5.3.1.2) nin ilk terimi en kugik usli terimi verir. Bunun derecesi m-1 dir.
Ikinci toplamdan béyle bir terim elde edilemez. Aym suretle r=1 igin (5.3.1.2) nin ilk
toplamindan ikinci yiiksek dereceden terim c,(m +1)*x™ bulunur. Boyle bir terim de ikinci
toplam da yoktur. Fakat m+1 ve daha yiiksek dereceden terimler her iki toplamda da vardir.
Indisel denklem

cem? =0 (53.1.9)

olup her iki koku de sifirdir. co # O farz edilecektir. Ikinci yiiksek terimin ortadan kalkmasi
igin ¢, (m ~1)> =0 olmahdir. m=0 igin (m-1)*20 oldugundan ¢,=0 olmas: gerekir. (5.3.1.3)

1

——— ¢, dir. c3=Ccs= ... = Cprq = ... = 0 verir. Yani
(m+r+2)* " =

genel indirgeme formilu ¢, =

biitiin tek indisli katsayilar sifirdir.

Cift indisliler
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C,=— c
e
il 1
(m+4)* 2
R
e T
1
c2r

olur. Taraf tarafa ¢arparsak

A

T (m+2(m+4).. (mi2r)

Cor

buluruz. Bu degerleri Frobenius serisinde yerlerine koyarsak

2 4 6
Z= cox'"I:I i = e } (53.15)

m+27  m+2Pm+4)> (m+2)’(m+a2(m+6)p

ifadesini elde ederiz. Bu seriyi Z ile gosterelim. Bu seri yazilirken indisel denkleminin kokii

m=0 kullanmilmamusg, yalmz (5.3.1.3) genel indirgeme formiiliinden faydalanilmigtir. m=0 igin

X X X

2 4 6
(D=0 = co(l A } =Co¥) (5.3.1.6)

2 248 24e
bir ¢ozamdiir. Ikinci bagimsiz ¢oziimii bulmak igin Frobenius soyle hareket etmisgtir.

Diferansiyel denklemde y yerine Z serisi konursa bu serinin elde edilisinde indisel

denklemden bagka biitiin indirgeme formiilleri kullaniimis oldugundan
xz"+z+xz=com’x™"

elde edilir. Sag yan m = 0 igin sifir olduBu gibi
%(xz"+z'+xz) =X2¢om +¢,m?*log x}(“‘“

in sag yam da m = 0 igin sifir eder. Tiirev operatorleri komiitatif oldugundan
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2 2 3\
i(xé_+i+x)z=(xa_+i+x o
ax2

om{ ox?  ox ox  )om
(
ve bununla birlikte hem (z)y-o ve hem de gm—zj ¢ozumdurler.
m=0

Ikinci ¢oziim log x i ihtiva eder. Simdi bu ikinci ¢oziimii hesaplayalim. (5.3.1.5) ten

—Q?——cxmlogxl— x’ + ... |+ cx™ 2x”
om ° m+27? | |(m+2)

~x* 2 + 3 +
(m+2)>(m+4)> (m+2)*(m+4)°

6 2 2
- 3 ((m +2)(m+4)2(m+6).  (m+2)(m+4) (m+6)

2
3 (m +2)*(m + 4)*(m +6)3)+""}

ve
0z % x' = 1 1
= m_o—coy1 logx +¢, e +E +
x’ big i oo
P46 1+5+§ +...|=cpy, (diyelim.) (53.1.7)

buluyoruz ki bu ikinci bagimsiz ¢oziimdiir. Genel ¢ozim

y = Ay, +By,

seklinde olur. u; ve u; sirastyla (5.3.1.6) ve (5.3.1.7) ile verilmistir.

ORNEK 5.3.6. xzy"—xy'+(x2 +1)y =0 diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii bulunuz.
Verilen diferansiyel denklem

2
x“+1
-‘XTY'*'( 2 )y=0
X X

seklinde yazilir. Burada x=0 noktas: bir duzgin tekil noktadir. Buna gore soz konusu
diferansiyel denklemin ¢ozimu Frobenius yontemi ile bulunabilir. (5.3.1) numaral: seriyi goz

oniine alip, ¢oziime baglanirsa,



105

y = Z (k i r)arxk-ﬂ‘—l

r=0

y=2 (k+r)k+r—TI)a,x"* 2

r=0
olur.

(y) fonksiyonu ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine konarak,

X3 (k+r)k+r—Da,x**"" P —x3" (k+r)a,x""" + (x* + DY a,x*" =0

r=0 =0 -

0

> (k+r)k+r-Da,x"" - > (k+ r)a x“" + > W i 2 a x“*" =0
r=0 =0

r=0 r=0

> [k + )k +r-1)—(k+r)+ 1], x** +i a,x<*2 =0
r=0

r=0

o [(k * r)(k 2 o 2) + lerlﬁ-r + i arxk+r+2 =0

r=0 b5
bulunur.

Son egsitlik (x) in kuvvetlerine gore diizenlenerek

[k(k - 2) + lhoxk % [(k % 1)(1( £ 1) ¥ lhl xk+l +

zw: [(k +r)k+r-2)+ I]a, Xk 4 i arxk+r+2 B

=3 r=0

tigiincii kistmdaki seride r yerine r+2 koyup r’yi sifirdan baglatarak

(k? - 2k + Dax* + [(l(2 -1) +l};,x“*' S

i [k +r+2)(k+r+2-2)+ ™+ i ax“"? =0

r=0 r=0

(k- 1agx* + K2 + 3 {lk+r+2)k+ ) +1f,,, +a, K2 =0
r=0

elde edilir.
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Bilindigi gibi ao#0 farz edilmektedir. Dolayistyla indisel denklem,

k-1%=0

olup, k; =k, =1 seklinde esit iki kokii vardir. Bu durumda y, ve y, ¢oziimlerinin bulunusu
asagida gosterilmigtir. Soyle ki;

1) k, =1 igin a, # 0 farz edilmigti.

(kz.a1 =0) seklindeki ikinci denklemde k = k; = 1 ahmirsa (1) . a; = 0 olup, esitligin

gerceklesmesi igin a; = 0 olmahidir.

Diger katsayilar igin rekiirans formiili

[(k+r+2)k+r)+1f,,, +a, =0

a, o a,
T Mkar+2)k+n)+1] (k+r+1)

dir.
Bu formiilden katsayilar hesaplanirsa, tek indisli katsayilarin sifir oldugu gorulir. Buna gore

a4 =8;=85=..= 8, =....... =0 dir.

Cift indisli katsayilara gelince,

PR

2 e
a,

a,=-

=0 Ly
a4

ag=-

S Gt
a21’—2

olup, kolonlardaki elemanlar tara tarafa ¢arpilirsa, ¢ift indisli katsayilara ait genel formiil

: QLN
"2 = e ) (+3) o+ Sk 20 -1
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bulunur. S6z konusu genel formiilden ¢ift indisli katsayilar hesaplanirsa,

8, =——20
¥tk B
i, = l
Tk +1)P(k +3)
a9
8=~ 2 2 2
(k+D)"(k+3)(k+5)

olur. (5.3.1) numarali seriyi tekrar goz 6niine alalim,
kY k
y=x"Y ax" =x"(a,+a;x +a,x’> +....)
r=0

dir. Yukarida (k) cinsinden ifade edilen katsayilari, s6z konusu (5.3.1) numarali seride

yerlerine koyup buna gore elde edilen seriyi (y) ile gosterirsek,

=3 k X X4 )(6

y=ax'|1- e 2 - 2 2 ¥t
k+1)* (k+D°(k+3)" (k+D(k+3)°(k+5)

bulunur. Katsayilar rekiirans formiiliinden elde edildiginden (y) serisi,

x2y"—y'+(x? + 1)y = (k —1)*ax* (5.3.1.8)

seklindeki diferansiyel denklemi gergekler. Ancak (5.3.1.8) denkleminden k =k, =1 degeri

i¢in bir tane 6zel ¢oziim elde edilebilir. Bununla beraber (y) serisini (x) ve (k) bagimsiz
degiskenlerinin fonksiyonu olarak goz Oniine alip, tiirev operatdriinin yer degistirme

(commutative) 6zelliginden yararlanarak

oy _afay)_o(ay)_(oy
ok k| ox ox\| ok ok
ve

dy"_2 o(dy)_o ooy i_a_(?z](?z)
ok okoxlox) oxoklox) oxox|\ok) | ok

yazilabilir.
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Yukaridaki (5.3.1.8) numarali denklemin (k) ya gore tiirevini alirsak,

” ’

dy dy d
xz(gJ - x(a] +(x2 +1)5k1 =2(k —ax* + (k—1)*a,x*Lnx (53.19)

0
olur ve ay ¢oziimii (I) numarali denklemi gergekler. (5.3.1.8) ve (5.3.1.9) numarali

denklemlerden anlagilacag: gibi k=k;=1 igin vy, =(§)k=1 ve Yy, =[—a—y} serileri verilen
k=1

diferansiyel denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleridir. Burada a, keyfi sabiti a;=1 alinabilir.

Dolayistyla k=1 ve ap=1 i¢in y; 6zel ¢éziimii,

¥i= (?)k:l
2 4 6
X X x
nExl-ta g agat)
veya
2 4 6
X X X
axtl~ 233 L =5
WEX- Tt way Fay T
olur.

Ikinci lineer bagimsiz y, ¢oziimiinii hesaplamak igin (y) serisini tekrar yazarsak

2 4 6
X X X
)

TR kD437 (kPP

dir. S6z konusu (;) serisinin k ya gore tiirevini alalim.

o _ oy, .= w2l 2
ak—ao(akll (k+1)2+....:l+aox x (k+1)2

x* x®
2 (k +1)*(k +3)° = (k +1)*(k +3)*(k +5)* +]

gx—k- =x*Lnx oldugundan
ok

Q;___ kLIlX 1+ X2 + x? TS (o
% k+1)  (k+1)2(k+3)?
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aoxk{ 2x’ —2x4[ 1 & 1 5
(k +1)° k+1°(k +3)*  (k+1)>(k+3)

2x6[ 1 ; 1 ¥ 1 .
k+1°(k+3)%k+5% (k+D*k+3)’k+5)? (k+D)*(k+3)*k+5)°|

elde edilir. S6z konusu (?Ey) ifadesinde k=1 ve ap=1 alinarak y, 6zel ¢ozimai,

2 4 6
YzZXLﬂX[l—x— e e ]+

X ﬁ—x FERTCREN. S PRLESReT e -
s 2@ _22°») ™o TIN2 riwa

2 4 6 2 4 6
=xLnx 1—52—+ 4x g 6x 4.1+ X% x—z—Tx—z(l+l)+—6’—(——2—(l+l+l)—...
2+ 2@ 2’0 2% 3 e) & '™ -

olur.

Soz konusu y; ve y, 6zel ¢oziimleri lineer bagimsiz ¢oziimlerdir. Diferansiyel denklemin y
genel ¢oziimii ise, y; ve y, ¢oziimlerinin keyfi sabitlerle ifade edilen lineer kombinezonudur.

Buna gore,

y=¢y; tG¥,

olup, y; ve y, degerleri yerlerine konarak,

x2 % x8 x2 g 3
2 g 2T = 4. |+ cx{Lnx|1-—+ o ot
% clx(l i : ¥ ray ey
2 B -
%5 gl 1+1J+_g§_z_(l+l+—l—)—...
2?7 2421y 2) 253 s -3

veya

X X

2 4 6
X
A (cl + c2Lnx)x(l i E? + 24(2')2 e 26(3')2 » ) *
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2 -+ 6
s x 1 X
X - 1= [+ ——| 1+ =+ = |-...
g {22 2“(2!)2( 2)+26(3!)2( i B ) ]

bulunur. S6z konusu (y) ¢dziimii 0 < x <+ araliginda yaknsaktir.
5.3.2. indisel Denkleminin Kékleri Arasindaki Farkin Bir Tam Say: Olmas: Hali

Bu hali ikiye ayirmak mimkiindir. (a) ile gosterecegimiz birinci halde belli bir terimden
itibaren serinin bitiin katsayilar1 (paydada sifir eden bir ¢arpandan dolay1) sonsuz olur. (b) ile
gosterecegimiz ikinci halde bir katsay1 belirsiz (keyfi) olur. Her iki halde ¢oziimiin nasil

tamamlanacagim ornekler iizerinde anlatacagiz

2..n ' 2 —
Xy +xy'Hx" 1)y =0 (53.2.1)
bu, birinci r.nertebeden Bessel denklemidir. (n inci mertebeden Bessel denklemi
x2y"+xy'+(x> —n?)y =0 dir).

o0
y yerine z=Y ¢, x™"" koyalim:
r=0

e m+r)m+r—Dx™ + > ¢ (m+)x™ + e x™ - ¢ x™" =0

o

Z cr[(m+r)2_l}‘m+r+i Cer+r+2
r=0

r=0

]

0

Ik toplamda ikinci de bulunmayan iki kiigik wsli terim vardir. Bunlan aywralm ve geri

kalanlan ikinci toplamla birlegtirelim.

co(m? —1)x™ +¢; l(m +1)% - llx"l+l + {c,,,z[(m +1+2)* - 1]+ 5 }x"""“2 =0
r=0
indisel denklem
m?-1=0
olup kokleri +1 ve —1 dir. Bu degerlerle ikinci terimin ortadan kalkmasi, yani
¢ l(m1 +1)2 —1]=O olmast igin ¢; =0 olmas: gerekir. Genel olarak
1
Cry2 = 3 e
(m+r+1)m+r+3) (5.3.2.2)

olup ¢;=0 oldugundan her r igin czr.1=0 dir. Cift indisli katsayilar igin
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2 |

Cy=———¢
2 (m+1)(m+3) °
Cy = . C
Y (m+3)m+5) 2
Cc = . C
¢ (m+5)(m+7) ¢
1
c2r

o Car-2
(m+2r+1)(m+2r+1)

buluruz. Bunlar taraf tarafa ¢arparsak

()

o o 2 2 2
(m+D(m+3) " (m+5)°..(m+2r-1)"(m+2r+1)

genel ifadesini elde ederiz.
O halde (z) serisi
2 4

z=c0x"‘[1— - + . z
(m+1)(m+3) (m+1)(m+3)°(m+5)

—-— x5 +
(m+1)(m+3)*m+5>*m+7)

olur. Bu seri m=1; ¢y=A i¢in

2 4 6

X X X
ey p e ro.|=A
@ [ 24 246 24°6°8 ] o

(5.3.2.3)

¢oziimiini verir. Fakat m=-1 igin ikinciden itibaren bitiin katsayilar sonsuz olur. Bunu yapan

paydadaki m+1 carpamdir. Ikinci bagimsiz ¢oziimii bulmak igin Frobenius soyle hareket

etmistir.

co sifirdan farkli keyfi bir sabit oldugundanc, = (m + 1)k alabiliriz, k yine keyfi bir sabittir.

(5.3.2.3) serisini elde etmek igin indisel denklemden baska butiin indirgeme formulleri

kullanilmigti. Su halde diferansiyel denklemde y yerine bu seri konursa sag yanda yalniz

co(m® = 1)x™

dan ibaret olan iki terim kalacaktir. D=d/dx ise
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D +xD + (x2 )|z =c,(m? - 1)x™

veya

[<*D? +xD + (x? - )|z = k(m + y(m? — x™
veya

[*D? + XD + (x* ~ )]z = k(m + 12 (m - 1)x™

Sagdaki m =+1 i¢in sifir ettigi gibi m+1 garpam ikinci dereceden oldugundan m ye gore
tirevi de m = —1 igin sifirdir. Boylece

(z)m=1 > (Z)m=—1
birer ¢6ziim oldugu gibi
5‘31-[)(21)2 +xD +(x* ~ )k = [x?D? + xD + (x? - 1)}(;2m
den dolay1 (z) de bir ¢oziimdir
anl m=~1 :

(2) =41 V1 yukarida hesaplamisgtik.

(z)y=—, 1 hesaplamak igin ilk olarak (5.3.2.3) te ¢ = k(m+1) koyup (m+1) i parantez i¢ine
alalim.
2 4 6

z=kx‘“|im+1— - x2 - 3 - = +...
m+3 (m+3)"(m+5) (m+3)"(m+5)"(m+7)

:l (5.3.2.4)
buluruz. Simdi m=-1 koyarsak

2 4 6
N P R
(Zm=1 { 2 224 224%6

elde ederiz.

Simdi % yi bulalim. (5.3.2.4) ten

xz x4
- " 1" + ek
kx '°gx[m+ m+3  (m+3)X(m+5) ]

b
om

2 x2 4 2 4+ 1
+kx {”m—x (m+3)’(m-5) " (m+3)’(m+5)’
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+X6|: 2 + *
m+3°m+52m+7) (m+3)>(m+5>m+7)

1
@3 m+ 5 (m+ 7)2} }

buluruz. O halde

oz _ 1§21 1 2.2.%
= sl lgx+kxle—p sl =t~ el S G % -
(am)m-l e { v 22.4{2 4] 22.42.6[2 4 e}x

olur.

Boylece ikinci mertebeden olan bir diferansiyel denklemin ¢ ayrn ¢6ziimini bulmug
oluyoruz. Bu i¢ ¢6zim bagimsiz olamazlar. Ciinki ikinci mertebeden bir diferansiyel
denklemin bagimsiz 6zel ¢ozimlerinin sayisi ikiden fazla olamaz. Gergekten (z)m-; ile (Z)m--1
in oranlarinin sabit oldugu gosterilebilir. m=+1 igin cy=(m+1)k=2k oldugundan bunlar
arasinda (z)m-1=-4 (z)m--1 bagintis1 vardir. O halde bagimsiz ¢oziim olarak

(Z)m=l At (%)m=—l

alinabilir ve genel ¢éziim

oz

Y =A(Z)pa + B(-&—n)mrl

olarak yazilir. Ikinci ¢oziim log x i ihtiva eder.
b) (1-x*)y"-2xy'+2y =0 (53.2.5)

Bu, birinci mertebeden Legendre denklemidir. (n yinci mertebeden Legendre denklemi
(1-x)y"2xy'+n(n +1)y =0 dir.)

y yerine z=» ¢,x™"" Frobenius serisini koyalim.

e (m+r)(m+r— Dx™2 —x™)~ 2% ¢, (m+)x™ +2) ¢, x™" =0
veya

> e, (m+r)(m+r- Px™+2 - Zc,[(m +r)(m+r+1)-2Kk™ =0
buluruz. Biitiin toplamlar 0 dan co a kadardir.

Birinci toplamda bulunan en kiigiik isli iki terimi ayiralim.
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com(m —1)x™? +¢;m(m + )x™" + D Copp(m+1+2)(m+1+1)—
r=0

—C (M +1+2)(m + 1 1)}x™" =0 (5.3.2.6)

olur. Indisel denklem

m(m-1)=0

olup kokleri 0 ve 1 dir (farklari bir tam say1). m=0 i¢in ikinci terimde c; in katsayis1 sifir
oldugundan c; keyfi kalir. Halbuki m=1 i¢in ¢,=0 olmalidir. Genel indirgeme formila

= Joulink. (53.2.7)

Crpg =————
TR r+l

olup m=0 i¢in

olur. Buradan c,=-¢cy , ¢3 = 0 elde ederiz. Su halde c¢; den sonra gelen butiin tek indisli
katsayilar sifira esittir. ¢y =0 ; (r=2,3)

Cift indislilere gelince

gy =%

¢, =1/3c,

cs =3/5¢,

§ 2r—3c

2 =5 -2
Cy = - c
2r 2r -1 0

bulunur. Boylece

W e 6
z=c0+clx——cox —-3—COX —-5—cox e

1 1
=X +co(1—x2 —Ex" —§x6 w )
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¢ozimii elde edilir.Iki keyfi sabit ihtiva eden bu ¢oziim genel ¢oziimiidir. Su halde indisel
denklemin yalmz m=0 koki kullamlarak diferansiyel denklemin genel ¢oziimiinii bulmak
miimkiin olmugtur. Acaba ikinci m=1 koki ne verir? Bunu arastiralim. (5.3.2.7) genel
indirgeme formiiliinden m=1 igin

Crio = r—+—2cr (5.3.2.8)
buluruz. O halde

c,=0

Cy :—;—cl (5.3.2.8)

olup bu halde ¢;=0 oldugundan c¢3=0 bulunur. Bu takdirde (5.3.2.8) formiilii ¢,=0; (r=2, 3, ...)
verir. O halde sifir olmayan tek katsay1 ¢y olup z serisi m=1 igin

Zz= COX
¢ozimini verir. Bu ¢ozim yukarida m=0 igin bulunan 6zel ¢oziimlerden birisidir. Yani

indisel denklemin m=1 kokii bagimsiz bir ¢6ziim vermez. Kigiik koke (m=0) karsilik olan
¢oziim, iki keyfi sabit ihtiva ettiginden, denklemin genel ¢oéziimidir.

ORNEK 5.3.2.1.xy"-2y'+y =0
diferansiyel denkleminin ¢éziimiinii bulunuz.

Verilen diferansiyel denklem
" 2 ' 1
B e
s ik

Seklinde yazilabilir. S6z konusu diferansiyel denklemde, x=0 noktas: bir diizgin tekil
noktadir. S6z konusu diferansiyel denklemin x=0 noktas: civarinda seri geklinde ¢ozimi
Frobenius metoduna gore bulunabilir. Bunun igin (5.3.1) numarali seriyi g6z oniine alarak
¢oziime baglanirsa,

=% {k+ a_x""""

r=0

y'=Y, (k+r)(k+r- D

r=0
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dir. (y) fonksiyonu ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine konarak

xY (k+0)k+r-Da,x*" 223 (k+na,x*""+3 ax*" =0
e r=0 r=0

D (k+r)k+r-Dax**" - 2y (k+r)a,x"""+ > a,x*" =0

r=0 o e

i [(k+ )& +r-1)-2(k + )]a,x*" + i a,x**" =0

r=0 r=0

5 stk rr-3la x4 3 2,64 =0

r=0 r=0

bulunur. Elde edilen denklem (x) in kuvvetlerine gore diizenlenirse

k(k —3)agx " + f: [k + )k +1-3)]a,x*" " + i a,x*" =0
r=1 s

dir. Ikinci kisimdaki seride r yerine r+1 koyup (r) yi sifirdan baglatarak

k(k - 3)a0x"’l + Z [(k +r+i1)k+r-2)a,,, +a, ]x"+' =0
r=0

bulunur.
Burada ao#0 farz edilmektedir. indisel denklem ise
k(k—-3)=0

olup, kokleri k;=0 ve k,=3’tiir. Goruldugu gibi k; ve k, kokleri arasindaki fark tam sayidir.
Burada, s6z konusu tam say1 k, — k; = 3’tir.

Diger katsayilarin hesap edilmesi igin rekiirans formili:

(k+r+1)(k+r-2)a,, +a, =0

veya
a., =— ~ dir. Buna gore
M7 (k+r-2)k+r+1)
T A e
T (k-2)k+1)
az = al

_(k—l)(k+2)
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-
k(k +3)

arl

C(k+r-3)k +1)

elde edilir. Kolonlardaki terimler taraf tarafa ¢arpilarak,

Pigs (-1)"a,
T (k= 2)(k + 1)k —T)k + 2)k(k +3)..(k+1—3)k +1)

genel formili bulunur. S6z konusu genel formiilden katsayilar hesaplanirsa (r=1,2,3, ..... igin)

a9
a=—">
(k—2)k+1)

ay a9

hy = . 2
(k=2)k+1)(k-1)k+2) (k"-4)k"-1)

e a 5 a9
B =2k + 1)k 1)k + 2)k(k +3) k(k? - 4)(k? -1)(k +3)

= 3y
M= k= 2)(k + 1)(k — 1)k + 2)k(k + 3)(k + 1)(k + 4)

k(k* - 5k? + 4)(k> + 8k? + 19k +12)

gL as
" (k= 2)(k + 1)(k — 1)k + 2)k(k + 3)(k + I)(k + 4)(k + 2)(k + 5)

i a9
T k(k* -5k + 4)(k® +8k® +19k +12)(k* + 7k +10)

olur. S6z konusu katsayilar1 (5.3.1) numarali seride yerlerine koyup elde edilen seriyi (y)ile
gosterirsek

=5 e X x2 x3
y=apx |1

5 Yok 2 = 2 5 +
(k-2)k+1) (kK -4)k*-1) k(k*-4)k*-1)(k +3)

4
X

k(k* - 5k? + 4)(k* +8k” +19k +12)
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& 5
X
- o Laars
k(k* — 5k + 4)(k> + 8k + 19k + 12)(k> + 7k +10) }

bulunur. k; =3 ve ag = 1 alinarak

s

- . x
R —— g
(Y)k_s ( 420 720 )

seklinde sonlu degerler veren bir seri elde edilmektedir.

Diger taraftan, k;=0 alinirsa, (y) serisinde dordiincii terimden itibaren katsayilarin sonsuz ()
oldugu goriliir. Dolayisiyla (y) serisinin bu sekli ile k;=0 kiigiik koke ait ¢oziim elde
edilememektedir. Bu durumda,

ay =By(k—k;) =Bk

alinarak (y) serisi yeniden yazilirsa,

y= k- X x2 2 o
y = Bokx |:1 (k_2)(k+1)+(k2_4)(k2_1) k(k2—4)(k2—l)(k+3)+m:]

o= Boxk|:k = xk 4 3 X2k 3 -
k-2)k+1) (k" -4)k"-1)

x? x*

+ -
(k2 -4) k> -1)k+3) (k*—5k? +4)(k* +8k? +19k +12)

5
z 2 .
(k* - 5k + 4)(k> +8k? +19k +12)(k* + 7k +10) J
olur. Elde edilen (y) serisi,

xy"-2y'+y = (k= 3)kaox" ™ = (k= 3k Box"™ (53.2)

denklemini gergekler. S6z konusu (5.3.2.9) numaral denklemden anlagilacag: gibi k;=0 igin
(§) «-o da verilen diferansiyel denklemin bir ¢6ziimiidiir. Buna gore, k;=0 ve Bo=1 alinarak y;
ozel ¢oziimil,

R x°

=_ =——t b +
Y1=0h=0 =733 212 212,10

3 - x5
V= e i bulunur.
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Diger taraftan (;) k=3 ¢Ozimi ile y1=(§) k-0 ¢Oziimii arasinda sabit bir oran mevcuttur. Bu
bagint1 hesaplanirsa, (;) k=3 =-12 (§) k-0 olarak bulunur. Dolayisiyla (y)-3 ¢6zimu diger bir

lineer bagimsiz ¢oziim olarak goz oniine alinamaz.

Ote yandan (5.3.2.9) numarali denklemin ikinci tarafinda k* terimi bulunmaktadir. (-ZTZ)
k=k
de verilen diferansiyel denklemin ikinci bir lineer bagimsiz ¢oziimiidir. k=0 a gore,

y, = [g) Ozel ¢ozimini bulmak igin (;) nin tiirevi alinirsa,
k=1

ay_Bo(akak— e x2k2 -—...:|+
ok ok k-2)k-1) (kK -4)K>-1)

2
B,x" —a—l:k— L + X3 —:|

k| (k-2)k-1) (k®-4)k*-1)
k
%—— =x*Lnx oldugundan
e 3
ot IR, X e
ok (k-2)k+1) (K*-4)k*-1) (K*-4)k>-1)k+3)

k 1 k(2k 1) 2 1 = 2k2(2k2 i 5) =
505 { . [(k 2)(k +1) i (k —2)*(k +1) ]+ - I:(k2 )k -1) (k*-4)*(k>2 —1)2J

(—x’)

2k - 2k 2 1 J
(KT -4k -k +3) (K -k -D*(k+3) (k* -4}k - 1)k +3)

Y (4k* —10k) S (3k? +16k +19) }

(k- 5k2 + 420 +8k2 +19k +12)  (k* - Sk? +4)(k* +8k? +19+12)° |

(4k” —10k)
| (k* - 5k? +4)% (k* +8K? +19k +12)(k* +7k+10)

(x")

(3k? +16k +19)
(k* - 5k? + 4)(k’ + 8k + 19k +12)’ (k2+7k+10)

(2k+7)
(k" — 5k2 + 4)(k* +8k” +19k +12)(k* + 7k +10)’

D S b %% iadetings k=0 ve Bo=1 ahnarak
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g s 1 .
y,=Lnx| - —+—+—+ [+l -%X| —— P DS, -
12 48 480 (-2).1 (-4).(-1)
x}[ 1 2}_x4[ 19 2]+_x5 19 7 i
9-CD6) e @.02)%.10  (4).02).(107% |

= ot S5y x x* x* 19 , 137 s
=LnX |[-—+——-——+.. |t 1+ =+ —+—— X" % ¥ .
12 48 480 2 4 36 576 28800

Ozel ¢oziimii bulunur. Diferansiyel denklemin genel ¢ozimi ise s6z konusu y; ve y, 6zel
¢oziimlerinin keyfi lineer kombinezonudur.

Buna gore; y = c1y1 + C2y2

olup y; ve y, degerleri yerlerine konarak,
x3 x4 XS x3 x4 x5
y=¢| ——+———+..... +¢ | Lmx| ——+———+_. |+
12 48 480 12 48 480
AR 2T geie | SO | - TR
1+4—+—+—- X + S
2 % 35 30 28800
veya

3 4 5 2 3
y=@tolm) | =t it 4 i1+ X4 X X Y
2 -4 3 5K 28800

elde edilir.

S6z konusu y ¢ézimiiniin yakinsaklik araligi 0 < x < +oo dir.
5.3.3 Sonsuzdaki Nokta

Genel olarak

y"+P(x)y' + Q(x)y =0

seklindeki (5.1) numarali diferansiyel denklemin “sonsuzdaki noktasi” nin adi veya tekil
nokta olup olmadigini anlamak i¢in 6nce;
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B

degisken doniigiimii yapilir. Burada x = ;4 transformasyonu dolayisiyla y(x) fonksiyonu da
u

1 .
y(;) sekline donuigiir. Daha sonra tiirevlerde hesaplanirsa,

dy dy du

dx du dx

olup, x = - baglantisindan
u

x__1 veva du _ —u? goz 6niine alinarak
du u2 ’ dx 8
dx du du

d d?
=[(—2u).£ +(—u? )du—);:l (—u?)

L dy dy
= 4——-+21.l3'—"'
% du? du

olur. S6z konusu tiirevler ve x = 2 degeri (5.1) numarali diferansiyel denklemde yerlerine
u

konursa,

2
S ALY P(l)(_u2)9)_’_ + Q("I‘JY "y
du? du u du u

d%y s 1) dy Q(l) .
i B = - Host Qe ly =0
u® = [Zu u p( y 633D
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>

bulunur. Elde edilen (4) numarali diferansiyel denklemde (u = 0) noktasinin “adi nokta” veya
“tekil nokta” olup olmadig: arastirilir. S6z konusu (u = 0) noktast tekil nokta ise diizgiin olup
olmadigina bakilir. Boylece (5.1) numarali diferansiyel denklemin sonsuzdaki noktasinin

(x = o) cinsi belirlenmig olur. Diger bir deyisle (5.3.3.1) numarali diferansiyel denklemin

(u = 0) noktasi adi nokta veya tekil nokta ise, (5.1) numarali diferansiyel denklemin

sonsuzdaki noktas: (x = o) da, aym sekilde, adi nokta veya tekil nokta olur.
ORNEK 5.3.3.1. (x> +1)y"+y' +y=0

diferansiyel denkleminin sonsuzdaki noktasinin cinsini bulumuz.

Verilen diferansiyel denklemde x = L degisken donigiimu yapilirsa,
u

dx du dx du
2
dx du du

olup yerlerine konursa,

2
(Lz+1)(u4d—)2'+2u3d—y]—u29l+y:0

u du du du

d%y dy d’y 3dy ,dy
22 yuL+ut—2+20’ - Z+y=0
. du? udu . du? du du :

2
d
u’(1+uz)gu—Z+u(2u2 —u+2)%+y =0

d’y (2u’-u+2)dy 1
du? ' u(+u?) du wl(+ud)’ ow e

elde edilir.

(Ote yandan (u) ya gore elde edilen (5.3.3.2) numarali denklem, verilen diferansiyel denklemi

of . "'+ - y=0
+ =
(x2 +1)y (x2+1)

y

seklinde yazip, P(x) ve Q(x) katsay: fonksiyonlarini,

1

x?+1

P(x)= den
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" 2
)i
u 1+u

1
x? +1

3. u?
Q(;j_ , T

degerlerine gore (5.3.3.2) numarali denklemde yerlerine koyarak dogrudan dogruya da

den

Q(x)=

bulunabilir.)

S6z konusu (5.3.3.2) numaral diferansiyel denklemde P(u) ve Q(u) katsay1 fonksiyonlar

_(2u’-u+2)
P u(l+u?)
Qb

T ui(1+u?)

olup, her ikisi de u = 0 i¢in analitik degillerdir. Diger bir deyigle u = 0 noktasi (5.1) numaral
diferansiyel denklemin bir tekil noktasidir. S6z konusu u = 0 tekil noktasinin diizgiin olup

olmadigin1 anlamak igin, u(P)u ve uzQ(u) carpimlar: tegkil edilirse,

(2u’-u+2) 2u’-u+2
u(l+u?) (1+u?)

uP(u)=u

I I
v QW =u" 214 u?)  (1+u?)

bulunur. (u = 0) igin her iki ¢arpiminda analitik oldugu goriiliir. Dolayisiyla u = 0 noktasi
(5.3.3.2) numarali diferansiyel denklemin bir diizgiin tekil noktasidir. Buna gore verilen

diferansiyel denklemin sonsuzdaki noktasi (x = o) da bir diizgiin tekil nokta olur.

5.3.4. Bessel Denklemi ve Bessel Fonksiyonlar:

Bu boliimde 6zel bir diferansiyel denklem incelenecektir. p bir sabit olmak tizere

x2yu+xyl+(x2 =, pz)y =0 (534 1)

diferansiyel denklemi, p mertebeden Bessel denklemi olarak bilinir. p bir gergel sabit olsun.
Denklemde yalnizca p’ terimi bulundugundan p > 0 alinabilir. Bu denklem (5.1) bigiminde

duginilduginde
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2
P9 =00 = X P

olacagindan, x = 0 noktas: denklemin bir diizgiin tekil noktasidir. t nin diger degerleri
denklemin bayagi noktalaridir. (5.3.4.1) denkleminin baglangi¢ noktasindaki seri ¢oziimleri,
Frobenius yontemi ile bulunabilir. Denklemin bir seri ¢6ziimii aramirsa, indis polinomu ve

indirgeme bagintisi sirasiyla,

F(o)=a’ - p? (5.3.4.2)
lo+1?-p?|e, =0, [k+ay—pe, +o,=0  (k=2) (5.3.43)
bi¢imindedir.

p = 0 ise:

p nin sifira egit olmasi halinde (5.3.4.1) denklemi sifirinci mertebeden Bessel denklemi olarak

adlandirilan

e (53.4.4)
denklemine donugiir. Bu halde, (5.3.4.2) ve (5.3.4.3) bagintilar,

F(a) = o (5.3.4.5)
(a+ 1) ¢; =0, (k+ ) ok + c2= 0 (k>2) (5.3.4.6)
bigimini alir.

(5.3.4.5) indis polinomunun kokleri o = o = 0 dir. (5.3.4.6) de o = 0 yazilarak

¢, =0, ck=—-cl‘2‘72,k22

indirgeme bagintisi elde edilir Buna gore,
C1=C3=...= Cans1=0, n=>0

Cy c2 cO

DR P T A a5

=T B . T (-) ( |)222n

dir. Boylece, (5.3.4.4) denkleminin bir ¢oziimi,
x2k

y=y,(x)= COZ( )(kl) YT (x>0)

k=0

bigimindedir.
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@ 2 4 6
TANIM 5.3.4.1.3,(x)= Y D" "Zk . . M e (53.4.7)
& Ty 2 4 64 2304

fonksiyonuna, sifirinci mertebeden birinci tiir Bessel Fonksiyonu denir.

(5.3.45) indis denkleminin kokleri ¢akigik oldugundan, |x|<R i¢in Jo fonksiyonu ile birlikte
bir dogrusal bagimsiz ¢ift olusturan,

y,(x)=logx Jo(x)+z bkxk (x>0)
k=1

bigimindeki ikinci bir dogrusal bagimsiz ¢oziim, D’ Alembert basamak dusiirme yontemi ile

de bulunabilir.

Buna gore bu ¢oziim,

‘I_
dx

(x) =Jo(x) =Jo(x)
= j T J xTo P
bigimindedir.
(5.3.4.7)ten

2 2 3 4 5 6
P i B i

Pox) p TN

ve buradan,
o 5 3 23 5
- +—+—x +—x +../d
ya(x) =Jo(x) I’; > 32x X X

Ber o 6 2 4 .
X X X X Hx 23K

= e A Sl = ey
logxJo(x)+ A=+~ 2304 X% * 128 " 3456

2
X 3 4 11 6
25 + —+ ) 45, Kie2iid
logx Jo(x) * =+ 158* * 13824

dir.
Boylece, (5.3.4.4) denkleminin Jo dan bagimsiz ikinci ¢dziimiinin terimleri asagidaki gibidir:
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i SRS S R
b2 == = )22(1!)2
I M L 1
T ( )2“(2!)2(”2)
TP S T\
13824 26(3|)2 273
_(=1)""o(n) 1 1
20 = 227l o(n) = 1+2+3+ +n n>1

Buna gore, y»(x) ¢oziimii,
ya(x) =logx Jo(x) + D_ b, x
k=1

bigiminde yazilabilir. y; ve y, ¢ozimleri dogrusal bagimsiz olduundan, (5.3.4.4)

denkleminin genel ¢ozimi, Jo ve y, nin dogrusal toplami olarak ifade edilebilir. Ancak

= lim (1+ 3 + +l—logn) = 11m ((p(n) logn)

n—w©

Euler sabitini gostermek iizere, (5.3.4.4) denkleminin 0 <|x|<Rigin Jo dan bagimsiz olan

ikinci bir ¢éziimini olugturan

Y000 = 2 [y, + (y ~log 2, ()]

. ( 1)k+x
== @ J
[(og +7) (X)é )

S q>( )] (5.3.4.8)
ozel toplam g6z oniine alinir ve genel ¢oziimii k; ve k; keyfi sabitleri gostermek tizere

y(x) = kiJo(X) + kayo(x) dogrusal toplamu ile ifade edilir.

TANIM 5.3.4.2 yo(x) fonksiyonuna sifirinct mertebeden ikinci tir Bessel Fonksiyonu denir.

p > 0 ise:

x > 0 igin p. mertebeden Bessel diferansiyel denklemi verilmis olsun. Bu denklemin x = 0

diizgiin tekil noktasindaki seri ¢dziimleri aranirsa, (5.3.4.2) indis denkleminin kokleri +p dir.

o = p olsun. Katsayilar arasindaki indirgeme bagintisin1 veren (5.3.4.3) bagintisindan,
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(2p+l)cl=O,k(k+2p)ck+ck-2=O (k=2)

bulunur. p # -1/2 i¢in ¢; = 0 olmalidir. Buradan,

C1=C3=..=Cup+1=0
ve
(-D"c
0o
C2n

S 2™nl(p+1)(p+2)..(p+n)
olur. C6ziim Gamma fonksiyonu cinsinden asagidaki bigimde yazilabilir:

p#-1,-2,.. i¢in

DT+
22l (p+n+1)

2n

Ve

- @© (_l)kX2k+p
e B A= +1
$1(x) = cl (P )Z;, 2K (p+k +1)

dir. co = 1/2° I'(p+1) segilirse,

olur.

0 (_l)kt2k+p
x)=
%) E, 2T (p+ k +1)

TANIM 5343, J ()= —
& 2ZRUT(p+k+1)

(5.3.4.9)

serisi ile tamimlanan Jy(x) fonksiyonuna, p mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu denir.
Jo(0) =1 ve p> 0igin J,(0) =0

olacag agiktir.

oy = -p olsun. (5.3.4.3) indirgeme bagintisindan,

(1-2p)er =0, k(k - 2p)ec + 2 = 0 (k 2 2) (5.3.4.10)
i) o) - oz = 2p bir tam say1 olmasin. Bu halde, denklemin ikinci bir 6zel ¢ozimii,

yukaridakine benzer yolla elde edilir. (5.3.4.9) de p yerine - p yazilirsa,

© (_l)kx2k—p
y2(x)=1_,(x)= kZ_(:) PR —pt]) (53.4.11)



128

bulunur.Tam say1 olmayan p ler ve 0 < x < R igin j, ve J,, Bessel denkleminin dogrusal

bagimsiz ¢oziimleridir. Bu nedenle, her ¢oziim k; ve k sabitleri yardimiyla,
y(x) = kiJp(x) + ka J(x)

bigiminde yazilabilir. Ayrica, p bir tam say1 degilse, J, ve J., nin dogrusal toplami olan

Yp(X) = sinlpn {cosanp(x)—J_p(x)} (5.3.4.12)

fonksiyonu da Bessel denkleminin bir ¢oziimiidiir.

TANIM 5.3.4.4. (5.3.4.12) ile tammh y,(x) fonksiyonuna p mertebeden ikinci tiir Bessel

Jfonksiyonu denir.

Jp ve v, fonksiyonlar1 dogrusal bagimsizdir ve Bessel denkleminin genel ¢oziimii, 0<x<R ve

tamsay1 olmayan p degerleri icin k; ve k; keyfi sabitler olmak iizere

y(x) =k J,(x) +kav,(x)

bigiminde de ifade edilebilir.

ii) a; - oz = 2p bir tam say1 olsun. 2p=N olmak tizere (5.3.4.10) denkleminden
0cy =—Cn_2

olur. N, bir tek tam say1 ise p, bir tek sayinin yarisidir ve

€, =C=..=Cy_, =0

dir. Boylece cx=0 segilebilir. Bu durumda (5.3.4.11) bi¢iminde ikinci bir ¢6ziim elde edilir. N,
bir ¢ift tam say1 ise p daima bir tam sayidir ve ikinci dogrusal bagimsiz ¢oziim logaritmiktir. n

bir pozitif tam say1 olmak lizere

-3 R,
I, (x)= Z%22k—n kIT'(k —n+1)

fonksiyonu goz 6niine alinsin. k=0, 1, ..., n-1 i¢in 1/T'(k-n+1)=0 oldugundan,

e o (—l)k ka-n
I (x)= kgn 2Nk —n +1)

bulunur. Toplamda saymanin dizenlenmesiyle,

I, (x)=(D",&)
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elde edilir. Bu nedenle, p=n iken J., de Bessel denkleminin bir ¢oziimiidiir. J, ve J., ¢dziimleri
dogrusal bagimli ¢dziimlerdir.

p = n iken Bessel denkleminin ikinci bir ¢dziimii, a#0 bir sabit olmak iizere

y2(x) =alogxJ,(x)+ Y b, x*™" (5.3.4.13)

k=0
bigimindedir.
p = n igin n bir pozitif tamsay: oldugunda (5.3.4.12) fonksiyonu tammli degildir. Ancak

lim y, limiti vardir.
p—n

Bu limit,
Ya(X) = %Lm Y, (%)

ile gosterilirse, L’ Hospital kurali uygulanarak,

1|0 4 O
Yn(x)=;{5jp(x)+(—1)p I%J_p(x)} =

il x (n-k-1tx*™"
=2 n{(log 2 : Y)Jn (X) é ’ 22k n

13 g L3 ] el !
=0 o =1 kl(k + n)| 22k+n p=n

elde edilir. Bu limit islemi Bessel denkleminin (5.3.4.13) bigimindeki ikinci bir ¢dziimiinii
verir. Buradan, p=n, neN igin Bessel diferansiyel denkleminin genel ¢ozimi, k; ve k;

sabitleri ve 0<x<R i¢in

y(x) =k J, (x) + k7, (X)
bigimindedir.

p =1 igin (5.3.4.1) Bessel denklemi,
X2y xy'+(x?> -1y =0
bigimindedir.

ou=1 indisine kars: gelen ¢oziim, (5.3.4.9) de p=1 yazilarak
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it © (_l)k x2k+1
MV
1 (x) k§0 (k1 2) (x >0)

elde edilir. J;, birinci mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonudur.

5.3.5. Bessel Fonksiyonlarmn Ozellikleri ve Modifiye Bessel Fonksiyonlar

TEOREM 5.3.5.1. Bessel fonksiyonlarinin tiirevleri arasinda agagidaki bagintilar vardir:

d
a) d—x{prp(x)}: xPJ,_(x) (535.1)
b) (;ix{x_pJp(x)}z X7, (%) (5352)

. E (—1)k X\ 2k+
ispat: ] (x)= Y D (Xymen
L) ,;, Kk +p) 2

d ity ) X
dt{prP(x)}_po;, krp- D2

= prp—l(x)

ve benzer iglemle

S {x 1,00} "1 0

bulunur.
p mertebeden Bessel denkleminde x” nin isareti degistirilerek
2.n ' 2 2 S
x“y'"+xy'—(x" +pT)y =0 (5.3.4.1a)

denklemi elde edilir. x=-it doniigimiiyle (5.3.4.1a) Bessel denklemi

&
14y Y@ -py =0

t
dt? dt

bigimini alir. Bu denklem p. mertebeden Modifiye Bessel denklemi olarak bilinir. Genel
¢ozumu

P ¢ Z+ U {0} ise y= clJp(lX)+ ch_P(ix)

pe Zt ufo} ise y =¢;J,(ix) + 7, (iX)

bigimindedir. Burada
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J (i :u° 2k + 2k+
() kz:(:) kl(k+ )!() - 2.: '(k+p)'(2) F

dir.

(5.3.4.1a) nmin genel ¢oziimii olarak peR iken reel olan

L(x)=i"J (ix)= Z

2k+
k=0 k'(k )'(2) "

fonksiyonu alinir. Bu fonksiyon, p. mertebeden birinci tiir modifiye Bessel fonksiyonu olarak
bilinir. Jy(x) nin terimleri farkli isaretli olduklari halde, Iy(x) nin seri gosteriligindeki

terimlerin tiimi pozitiftir. Boylece, peZ'U{0} ise (5.3.4.1a) denkleminin genel ¢oziimii

y = Z,(ix) = ¢ I, (x) +¢c,1_,(x)
reel formda alinabilir.

p=n iken

3o (%) = (=1)"I_, (x) =i, (ix)

ve

i"J (ix) =1"J (ix)

oldugundan L, = I, gergeklenir.

p € Z'U{0} iken (5.3.4.1a) denkleminin ikinci temel ¢oziimii

Ko ()= 201, ) +iv, 60)

ve genel ¢oziimii

y = Z, (%) = &1, (x) +¢;K, (x), n€Z" V0]

dir. K,(x) fonksiyonu, n.mertebeden ikinci tir Modifiye Bessel fonksiyonu olarak bilinir.

Sonuc : Modifiye Bessel fonksiyonlari igin

a) fx‘ {xplp(x)}= xPL,_4(x) b) %{X—plp(x)}= x?L,,(x) (5.3.5.3)

c) fx—{xPKp(x)}z —xPKp_l(x) d) %{x_pr(x)}z x-pr+l(x) (5.3.5.4)

bagntilar: gergeklenir.
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71, (x) =il (x)

— - olmak tizere
d sin pw

pe Z" U{0} ise Ky(x) fonksiyonu, K, (x)=

K,(x) =LimK (x)
p—n

bagintisiyla tanimlanir.

X in yeterince biytk degerleri igin modifiye fonksiyonlarinin asimptotik davranigt

X =%

e e
L (x)r—— ve K (X))~
p() J21t—x p()

(x > )

—X
T

dir. Sag yanlarin p ye bagh olmadigini not edelim. Yeterince kiigiik x degerleri i¢in J,(x) ve

Jp(x) Bessel fonksiyonlar1 asimptotik olarak ifade edilir.

P

I'(d-p)

x? (p=n)

1,(x)

r——xP J_(X)=
2°T(1+p) p(*)

(5.3.5.1) ve (5.3.5.2) den sirasiyla,
xPI(x) +pxP T (x) = xPT (%)
ve

xPI(x) +pxP T (x) = x"T (%)

elde edilir. Bu esitliklerden,
-2 5355
Ty 00 = 21,00~ T,.1(%) (5355)

indirgeme bagintist bulunur.

(5.3.5.1) bagntisinin agik yaziligindan

pxPJ (ax) +xP Ed;J (ax)=ax?T,_(ax) elde edilir.

2 S
Ozel olarak p= ) i¢in (5.3.5.2) den

9 ey )= x"21,2(0) (5.3.5.6)

dx

bulunur.
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ORNEK 5.3.5.1. J3(2x) fonksiyonunu Jo(2x) ve J;(2x) cinsinden yazalim.

p=2 igin (5.3.5.3) den,
22

J3(2%) = Z=J,(2%) - J, (2x)
2x

2[2.1
= ;[E;J,(Zx) - J°(2X)] —11(2%)

s
e |

o )Jl(zx)—floax)

bulunur.

(5.3.5.1) turev dzdesligi, integrasyon formiilii olarak yazilir:

j xPJ_;(x)dx = xPJ (x) +¢ (5.3.5.7)
J’ XPJ,(x)dx = —x"PJ (x)+c¢ (5.3.5.8)
Ornek olarak,

(5.3.5.7) den p = 0 igin j J,(x)dx =-J (x)+¢
(5.3.5.8)denp =1 igin xJ,(x)dx = xJ,(x)+¢
bulunur.

p, —;—ya da tek tam say:1 iken p mertebeden Bessel fonksiyonlari, elemanter fonksiyonlar

cinsinden ifade edilir. p =%igin (5.3.4.1) Besel denkleminin y=Z;,(x) genel ¢éziimuni goz
oniine alalim. (5.3.4.1) denkleminde y = x™* u déniigiimii yapilirsa, (5.3.4.1) denklemi

¥

p
u"H{l - g 4)u =0
X

denklemine donigur. p =% icin u'"+u=0 denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii
u = A cosx + B sinx bigimindedir. u = x? J;5(x) alinirsa, (5.3.5.3) ile birlikte

du
dx

2% xl/2J_”2(x)
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1/2
bulunur. u(0) = 0 dir, u'(0) = 4 e \/% olur.
r (E)

Buradan A=0veB = \/z bulunur. Boylece
T

/2 : f
Jin(x) = Esnnx,]_m(x): %cosx ve

L2(x) = i_1/2-]1/2(ix) vz ith
™

LoalXY =" 04 ()2 BN de odilir.
™

5.3.6 Legendre Diferansiyel Denklemi
Bir ¢ok uygulamada 6nemli bir yer tutan diger bir diferansiyel denklem de Legendre denklemi

olarak bilinen
(5.3.6.1)

(1-x*)y"-2xy+p(p +1)y =0
denklemidir. Burada p bir reel sayidir. (5.3.6.1) denkleminin her bir ¢6ziimii Legendre

fonksiyonu olarak adlandirilir. Legendre denklemi

y"'— : .. Ty + pl(p +21 )y =0 seklinde yeniden yazilrsa x* # 1 noktalant (5.3.6.1)
-X - X
denkleminin bayagi noktalari oldugu géruliir. $imdi bu denklemin xo = 0 noktasindaki seri

¢oziimiini aragtiralim.

Bunun igin
y= ich“ (5.3.6.2)
n=0
ve y’nin tiirevleri (5.3.6.1) denkleminde yerine yazilirsa
én(n ey = 3on(n D" ~25 06, +p(p+) 0y
st (53.63)

bulunur.
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in(n ~De x" 2= i(n +2)(n +1)c, X"
n=2

n=0

esitligi kullanilirsa (5.3.6.3) denklemi
> (n+2)(n+1)c,,,x" =Y n(n—1)c,x" —2> nc,x" +p(p+1)Y_nc,x"
n=0 n=2 n=1 n=0

=0 (5.3.6.4)

denklemine donigiir. Bu son egitlikteki terimlerin tek toplam altinda birlestirme iglemi
gerceklestirilirse

2¢y + p(pt1)cot(6¢3 — 2¢; + p(pt1)c)x

+ i[(n +2)(n+1)c,,, —n(n—-1)c, —2nc, +p(p+1)c, k=0

n=2
elde edilir.

Bu esitligin saglanmas: ise

2ctp(ptl)co =0 (5.3.6.5)
6¢c3 —2¢; + p(p+1)cl =0 (5.3.6.6)
ve n>2 igin

(n+2)(n+1)Cpi2-n(n-1)c, — 2nc, + p(p+1)c, =0

ile mamkindir. Gerekli diizenlemeler yapilir ve cq.2 ¢oziiliirse

__(p-n)p+n+l)
Cos2 = (n+2)(n+1) Cn (5367)

bulunur. (5.3.6.5), (5.3.6.6) ve (5.3.6.7) den

_pe+D  __pl+D,
b it

R o
-Dp+2) __(p-D(+2)
C3=-(p 6 cl_— 31 G
-2)p+3 +1)(p-2)p+3
& AP 4)(3p P p(p )(p4' Xp+3)

olur.
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Biitiin bu katsayilar (5.3.6.2) de yerine yazilirsa

y(x) =, + 6ot PED PRI k. L) PR K D(P-2)(p+3)
2!

4
CaX +...
3! . 4! ’

veya

y@):c[L_Mp+Dxp+Np+D@—2Xp+DX4+ }+c{x_urJXp+mx3+ }
’ 2! 41 g ki 3!

=Coyo(X) * c1y1(X) (53.6.8)

Y1( )

oldugu gorilir.
Yo(X)

sabit olmadigindan yy(x), yi(x) lineer bagimsizdir.

Uygulamada p nin pozitif reel say1 oldugu kabul edilir. Bu durumda n = p alinirsa (5.3.6.7)
katsayilar bagintisinda

Cos2 = Cpsg =..=0

bulunur. Bu nedenle (5.3.6.8) ¢oziimiindeki yo(x) veya y(x) derecesi p olan bir polinoma
indirgenir (p ciftse yo, p tekse y;). Uygun sabitlerle garpilan bu polinomlar p. dereceden
Legendre polinomlar: olarak adlandirilir.

__(p)!
V= el (5.3.6.9)

olarak tammlamrsa ve (5.3.6.7) de n+2 = p yazilirsa

o =-2@2p-1
ST W

ve buradan da

.
2= "502p-1) *

bulunur. (5.3.6.9) ile tammlanan c, degeri son esitlikte yerine yazilirsa ve gerekli islemler
yapilirsa

. —@p-2)
2= (p-Di(p-2)!

elde edilir.
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Benzer islemler tekrarlanirsa

(2p-4)!
2°2!(p - 2)!(p - 4)!

Cp_4 -

ve genel olarak

(-D*(2p - 2k)!
2°k!(p — k)!(p - 2k)!

Cp-2k =~

oldugu gorilir. Bu durumda p. dereceden Legendre polinomlari

S D*@p-2k)!
Pp(x)_g)zpk!(p_k)!(p_zk)!x =012, ..

; = P e
ile verilir. Burada M, g ye yakin veg den buyiik olmayan en buyik pozitif tamsayidir.

Ozel olarak

po(x) = 1, pi(x)=x, p2(x) = %(3x2-1),... seklindedir.
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