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ONSOZ
Fonksiyonel analiz, matematikte klasik matematik analiz, geometri ve lineer cebir
digiincelerinin ve yoOntemlerinin sonsuz boyutlu durumlarda kullanilabildigi bir daldir.

Fonksiyonel analizin geligimi ise bu daldan elde edilen sonuglarin matematigin gesitli
alanlarinda kullanilabilmesiyle olacaktir.

Onceleri dagimik ve rasgele yapilan ¢aligmalar, gittikce diizenli ve daha bilimsel bir hal almig
ve zaman igerisinde konu bugiinkii diizeyine ulagmustir. Geriye doniillip bakildiginda teknigin
gelisimi matematik gelismeleri beraberinde getirmis, matematik gelismeler ise teknikte yeni
cigirlar agmugtir.

Bu calismada fonksiyonel analizin temel konularindan olan lineer operatérlerin spektral
teorisi genel kapsami icerisinde lineer diferansiyel operatérler ele alnmis, sonra operatériin
Green fonksiyonu ile iligkilendirilmesine ve bu baglamdaki ayrintilara deginilmistir. Konuyla
ilgili karsilagilabilecek baz1 uygulamalara yer verilmistir.

Matematigin bircok kisiye itici gelen teorik matematikle ilgili olan tezimde g¢esitli
tiniversitelerden edindigim kaynaklarin yani sira bana yol goésterici olan, aragtirmalarimda
stkintiya diigtiigiim anlarda kapisim agindirdigim ve belki de sorularimla bunalttigim hocam
Sayin Prof. Dr. Mehmet Bayramoglu’nun katkilarinin pay1 yadsmamaz. O nedenle degerli
hocama ve bir de verdikleri manevi destekten dolay: aile biiyiiklerime tesekkiirii bir borg
bilirim.

Matematik miihendisligi boliimiiniin son yillarda degisim gésteren ders yapisi igerisinde bu
gibi teorik bilgilere ihtiya¢g duyacagmna inandigim lisans 6grencisi arkadaglarima, benzer
caligmalarda kaynak sikintis1 yasayabilecek yiiksek lisans ve doktora 6grencisi arkadaglarima
yer verdigim bilgilerle bir par¢a olsun yardimci olabilirsem bu beni olsa olsa mutlu edecektir.
Matematigin ugsuz bucaksizlig1 icerisinde adeta denizdeki bir ¢akil tagi kadar yer kaplayan
lineer diferansiyel operatorlerle ilgili anlatilanlarin herkese 1gik tutmasi dilegiyle en derin
saygilarimi sunarim.



OZET

Matematigin teorik diinyasimin bir pargasi da spektral teoridir. Oldukg¢a genis kapsamli olan
spektral teorinin adeta bir alt kiimesi olan lineer diferansiyel operatérler ve buradan hareketle
Green fonksiyonlar1 yine kendi iginde bir alt kiime hacminde ele alinmugtir. Calisma ana
basliklarla ilgili her tlirlii uygulamay: ihtiva etmese de kendi iginde bir biitiinliik icerisinde
verilmeye c¢alisilmig, konu ile ilgili bilgisi olmayanlara bir baglangic nitelidinde
diistintilmistiir. Fonksiyonel analiz metotlar1 ve klasik analitik metotlar harmanlanmugtir.

Ik boltimii giris olugturmaktadir. Ardindan ikinei ve tiglinci bsliimlerde konuya 6n hazirhk
niteliginde lineer operatdrler ve lineer formlarla ilgili birtakim temel kavramlar
islenmektedirler. Dérdiincti bsliim konuya baglangi¢ anlaminda lineer diferansiyel operatérler
teorisinin temelini ortaya koymaktadir. Sinir kogullari altinda homogen sinir-deger problemi,
eslenik operatdr kavrami ve buna bagli eslenik sinir-deger problemi, kendine es olma gartlar
agiklanmaktadir. Besinci bolim uygulama agielikli olup fizigin de konuya nasil
uyarlanacagim gostererek dzdeger ve dzfonksiyon kavramlarina ayrilmaktadir. Yine eglenik
operatdrler ve kendine es operatorler igin de ayrica ele alinmaktadir. Boliim sonunda sayisal
Ornekler konuyu somutlagtirmaktadir. Altinci ve son bélim ise Green Fonksiyonu bahsine
ayrilmaktadir. Diferansiyel operatdr ile Green fonksiyonu arasindaki baglantiyr eglenik
operatdriin konuya katilmas: izlemektedir. Integral denklemlerin, parametreli smir-deger
problemleri ¢6ziimiindeki rolii belirtilmektedir. Parametre igeren diferansiyel operatériin
Green fonksiyonunun yapisimmin incelenmesi gerek bolimiin gerekse de ¢aligmanin son
kisimlarini olusturmaktadir.

Anahtar kelimeler: Lineer form, lineer operatér, siir-deger problemi, eglenik operatér,
kendine eg operatér, 6zdeger, 6zfonksiyon, diferansiyel operat6riin Green fonksiyonu, integral
operator.
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ABSTRACT

An item of mathematical theory matters is spectral theory. Linear differential operators that
can be seen as a subgroup of the spectral theory being quite broad in scope and relating to this
Green’s functions that are also reviewed in some aspects. Even though the study does not
comprehend all kinds of applications related with main titles, the effort to present in an
unbroken manner is made, it is also intended to carry a starting point qualification for those
who are not familiar with the subject. Functional analysis methods and classical analytic
methods are combined.

The first part is introduction. Then in the second and third parts some basic concepts about
linear operators and linear forms have been discussed as preliminary preparation to the
subject. At the forth part the basis of linear differential operators theory has been put forward
to get into the subject. Homogenous boundary-value problem under the boundary conditions,
adjoint operator concept and related adjoint boundary-value problem, necessary conditions for
a self adjoint have been explained. The fifth part concentrates on application, is about
eigenvalue and eigenfunction, shows us how physics is adapted to the subject. In addition,
eigenvalues and eigenfunctions have also been delt with for adjoint operators and self adjoint
operators. At the end of the part the numerical examples have been given to concretize the
subject. The sixth and last part has been assigned to the Green’s function topic. After the
relation between differential operator and Green’s function, the inclusion of the adjoint
operator to the subject comes. The role of integral equations in solving parametric boundary-
value problems has been pointed out. Both the part and the study has been brought to an end
by the examination of the structure of the parametric differential operator’s Green’s function.

Keywords: Linear form, linear operator, boundary-value problem, adjoint operator, self
adjoint operator, eigenvalue, eigenfunction, differential operator’s Green’s function, integral
operator.
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1. GIRIS

Matematiksel fizikteki birgok konu diferansiyel operatorlerdeki 6zdeger ve 6zfonksiyonlari
bulma problemine kilavuzluk eder. Bu tarz bir probleme 6rnek olarak bir kismi diferansiyel
denklemin baglangi¢ ve sinir kogullar altinda Fourier metodu ile ¢oziilmesi verilebilir. Yani

diferansiyel operatérler birgok aragtirmanin konusudur.

Bahsedilen ana problemle ilgili basili ¢aligmalarin ¢ogunda diferansiyel operatorlerin spektral
teorisi ele alinmustir. Bu tip caligmalar o6zellikle kuantum mekaniklerinin gelisimini
canlandirmustir. Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi kuantum mekaniklerindeki cogu
konuyu aragtirmak i¢in temel matematik metot olarak goriiliir. Kuantum mekanikleri 6zellikle

singliler diferansiyel operatorlerin ayrintili bir ¢aligmasim gerektirir.

Lineer diferansiyel operatorlerle ilgili literatiirde genellikle fonksiyonel analiz metotlar
kullamlmugtir. Bazi kaynaklarda ise klasik analitik metotlarla sinirlandirmalar yapildig:
gozlenmistir. Bu ¢aligmada sonlu aralikta verilmig yiiksek mertebeden diferansiyel ifade ve
iki noktal1 genel sinir kosullar1 tanimlanan operatériin Green fonksiyonu incelenmistir. Ayrica
ele alinan operatorin eslenigi de 6grenilmis ve kendine eglik kosullar1 gosterilmigtir. Elde
edilen sonuglar fizigin titresim problemlerine uygulanmistir. Bu konu Coddington ve
Levinson (1955); Ince (1956); Naimark (1968); Stakgold (1979), Weidmann (1980); Sagan
(1989) ve Akhiezer ve Glazman’in (1993) calismalarinda ele alinmigtir.



2. LINEER OPERATORLER

Tammm 2.1 X ve Y bos olmayan kiimeler ve DcX olsun. D’nin her elemanina ¥’nin bir
elemanim karsilik getiren bir kurala D’den Y’ye bir operatdr veya doniisiim denir. Bir A
operatdriiniin x’e karsilik getirdigi eleman A(x) ile gosterilir. A operatériiniin xeD’yi,
A(x) € Y’ye gotiirdligiinii belirtmek igin 4: D— Y g6sterimi kullanilir. Bu gosterim, D’yi
Y’ye gonderen A operatorii veya 4, D’den Y’ye geklinde okunur. Bu durumda D’ye A4
operatriintin tanim kiimesi denir ve genellikle D(4) ile gésterilir (Musayev ve Alp, 2000).

R=R(A)={yeY:y=A(x),x e D(4)}

kiimesine ise 4 operatdriinlin deger veya goriintii kiimesi denir. 4 operatériiniin yaptig1 bu

islem kisaca 4: X— Y bigiminde g@sterilir. Bu gdsterimde D(4) # X veya R(A) # Y olabilir.

Tanmm 224:X - Y ve B: X—Y operatorleri verilmis olsun. Eger D(4)=D(B)=D ve
Vx eD igin A(x)=B(x)ise A ile B operatorleri esittir denir ve A=B ile gosterilir. Eger
D(A4) c D(B) ve Vx e D(4) igin A(x)= B(x) ise 4 operatdriine B operatSriiniin kisitlamasi

veya B operatdriine 4 operatdriiniin genislemesi denir ve 4 < B ile gdsterilir.

Tanmm 2.3 4: X—>Yve EcX, FcY olsun.

A(E) = {A(x) : x € E}

kiimesine E’nin goriintiisii, 47 (F) = {x € X : A(x) € F} kiimesine F’nin ters goriintiisii denir.

Tanim 2.4 4: X— Y bir operatdr ve be Y bir eleman olsun. Eger Vx € X igin A(x) =5 ise 4
operatdriine sabit operator denir.
Tanmm 2.5 4: X - X operatdr verilsin. Vxe X igin A(x)=x ise 4 operatériine dzdeglik

veya birim operatér denir. I, veya [ ile gosterilir.

Tanim 2.6 A: X— Y operatorii icin A(X) =Y oluyorsa, 4 operatériine 6rten veya surjektif,
aksi takdirde operatdre igine operatdr adi verilir. Buna gore, eger 4 6rten bir operatdr ise

VyeYicin A(x) =y olacak gsekilde xe X vardir (Musayev ve Alp, 2000).
Tanim 2.7 A: X— Y operatérii i¢in herhangi x,,x, € X olmak {izere

x #x, = A(x) # A(x,)



ya da buna egdeger bir bagka deyisle

A(x) =A(x,) = x;, = x,

oluyorsa, 4 operatériine birebir veya injektif operatdr denir.

Tanim 2.8 Hem birebir hem de 6rten olan operatére birebir 6rten veya bijektif operator denir.

Tanmm 2.9 X ve Y her ikisi reel ya da her ikisi kompleks olan herhangi iki lineer uzayken
D(A)c X (D(A)#D) olmak tizere D(A)’dan Y’ye asagidaki kosullar1 saglayan bir 4

operatdriine lineer operatdr denir. Bu kosullar s6yledir:

1-) D(A), X’in bir lineer manifoldu yani alt uzay1 olmalidir. Bir bagka anlatimla x, y € D(4)
ve Va, f e Ricin ax + fy € D(4) olmahdir.

2-) Vx,y € D(A)igin A(x+ y) = A(x) + A(y) (toplamsalhik kosulu)

3-) Vx € D(A4) ve A sayist igin A(Ax) = A1A(x) (homogenlik kosulu)



3. LINEER FORMLAR

Tanim 3.1 Degiskenlerine gére homogen olan polinomlara genel olarak form denir. Ornegin

iki degiskenli, n. dereceden bir form

fxy)=Y ax%y”
i=1

seklindedir. Burada &, + B, =n (ne€ X™) dir.

Formlar, n=1, n=2, n=3 olmalar1 halinde sirasiyla lineer form, kuvadratik form, kiibik form

adini alirlar. Formlar degisken sayisina gore de isimlendirilirler. Buna gore iki degiskenli

formlara binaire, {i¢ degiskenli formlara ternaire, dort degiskenli formlara quaternaire formlar

denir (Ozdemir ve Aksoy, 1995).

3.1 Lineer Bagimlilik ve Lineer Bagimsizlik

X, %5,..., %, degiskenleriyle belirlenen

fi=ayx tapx, +..+a,x, )

fr=aux tayx, +.+a,,x,

K0 [ [

............................................... > G.1)

...............................................

fm = ml'xl + amZ'xZ t...t amnxn J

lineer formlarini gbz Oniine alalim. (3.1)’deki f}, f,,...., f,, lineer formlarini sirasiyla

A Ay, A, sayilan ile garpip toplayarak elde edilecek

Afit A+t A, f, =0

bagintis1 hepsi birden sifir olmayan

(3.2)

A, sayilari i¢in mevcutsa formlara lineer bagimli, bu

bagnt1 ancak 4, =0 i¢in mevcutsa formlara lineer bagimsiz denir (Ozdemir ve Aksoy, 1995).

Son bagintida formlar yerlerine yazilir ve degiskenlerine gore diizenlenirse Ozdeslik

geregince,



aph +ayiy +.+a, A, =0 ™

a,A, + A, .t a,,4, =0

.............................................. ? (3.3)

..............................................

4 dtay dbta A =0 )

sistemi elde edilir. Bu homogen sistemde 4 =4, =..=4, =0 asikér ¢6ziimdiir. Homogen
sistemin bundan bagka ¢6ziimii yoksa formlar lineer bagimsizdirlar. Homogen sistemin agikar

¢oziimden bagka ¢6ziimii varsa formlar lineer bagimlidirlar.



4. LINEER DIFERANSIYEL OPERATORUN TANIMI ve TEMEL OZELLIKLERI

4.1 Bir Lineer Vektor Uzaymin ve Lineer Operatiriin Genel Tanimi

R; x3,2.. clemanlarndan olusan herhangi bir kiime olsun. Eger asagidaki kosullar
saglaniyorsa R ’ye bir lineer vektor uzay: denir.

1) R’ye ait her x, y elemanlar ¢iftine bunlarin toplam1 denilen ve x + y ile gosterilen eleman
karsilik getirilmigse, boyleki

a,:x,yeRicin x+yeR

b :x+y=y+x

c,:(x+)+tz=x+(y+2)

d, : VxeR iken x+0=x olacak gekilde 0 € R elemam vardir ve buna R *nin sifin denir.

e :VxeR iken x+(—x) =0 olacak gekilde bir —x eleman vardir. x+(-y) elemani x—y

seklinde gosterilir. —x ’e x ’in ters elemani denir (Musayev ve Alp, 2000).

2) R’ye ait her x ve reel ya da kompleks A sayisina Ax elemam karsilik getirilmigse,
boyleki

a,:xeRicin AxeR

b, : 4, u keyfi sayilar iken A(ux) = (Ap)x

c,:lx=x

d, : 0.x = 0( Burada esitligin sol yanindaki sifir say1 olan sifir ve sag yandaki sifir uzayin
stfiridir)

e, Mx+y)=Ax+Ay

f, : A, u keyfi sayilar iken (4 + g)x = Ax + px

R uzaymm x,Y,z,... elemanlarn R’de vektorler olarak isimlendirilir. Eger sayilar olarak

sadece reel sayilar alimirsa o zaman lineer vektdr uzayina reel lineer vektor uzayi, kompleks
sayilar alinirsa o zaman lineer vektdr uzayma kompleks lineer vektor uzay1 denir. Kompleks
lineer vektdr uzayinda sadece reel sayilarla ¢arpim kullamlirsa o zaman kompleks lineer
vektor uzay: reel lineer vektor uzay: olusturur. R, aksi sSylenmedikge kompleks bir lineer

vektsr uzayr olarak almr. Ax, +4,x, +..+4,x, seklindeki bir ifade x,x,,...,x,

vektdrlerinin bir lineer kombinasyonudur. Eger ifadede 4, =4, =...=4, =0 ise kombinasyon



anlamsizdir, diger hallerde anlamlidir. En azindan bir tane anlamli kombinasyon igin bu

carpim sifir oluyorsa x,,Xx,,...,x, vektdrlerine lineer bagimli, eger bu carpimu sifir yapan

anlaml1 kombinasyon yoksa x,,x,,...,x, vektorlerine lineer bagimsiz denir.

R’nin x,x,,..,x, sonsuz sayida vektoriinii gbz Ontine alirsak eger bu sistemin her sonlu
sayida vektorii lineer bagimsiz ise o zaman x,,Xx,,...,x, vektdrler sistemi lineer bagimsizdir

denir. Eger R lineer vektdr uzaymimn 7 tane lineer bagimsiz vektorii varsa ve her n+1 tane

vektorii lineer bagimli ise o zaman R ’nin boyutu 7 dir veya R, »n boyutlu uzaydir denir ve

dim R =n seklinde ifade edilir. Eger R ’de istenildigi sayida lineer bagimsiz vektSr varsa o
zaman ‘R ’ye sonsuz boyutlu lineer vektdr uzay: denir. » boyutlu uzaym her » tane lineer

bagimsiz vektorler sistemine bu uzayin taban denir.

Eger R lineer vektor uzayina ait bir R'kiimesi R ’de tamimlanan islemlere gére (iki elemanin
toplami, elemanla sayinin ¢arpimi) bir lineer vektor uzay1 olusturursa o zaman R' ye R ’nin

bir lineer manifoldu denir. Bir bagka deyisle Vx,ye®R' ve «,f keyfi sayilar iken

ox + fy € R' ise o zaman R' ye R ’nin bir lineer manifoldu denir.

D, R lineer uzaymin bir alt kiimesi olsun. D’nin her bir x elemanmi R ’nin bazi

elemanlarina x’= A(x) seklinde egleyen bir 4 fonksiyonu R uzaymnda bir operatér ve D,
A’nin tamim kiimesi olarak adlandirilir. Gosterim olarak genellikle A(x) in yerine Ax, D

yerine D, kullanilir.

x € D, olmak tizere tim Ax vektdrleri 4 operatSriiniin deger kiimesi olarak adlandirilir ve

R, veya AD, ile gosterilir. Anlagilacag: tizere AD, = R, dir.

Bir A4 operatorii, eger D, alt uzaysa ve keyfi x, y € D(A)vektorleri ve herhangi bir 4 sayist
i¢in

A(3x) = AA(x)

A(x+y) = A(x) + A(y)

oluyorsa lineerdir.



4.2 Lineer Diferansiyel ifadeler

Bir lineer diferansiyel ifade

I(y) = po(x)y® + p,(x)y"™ +...+ p,(x)y 4.1)

seklindedir. Bu ifadedeki p,(x), p,(x)...., p,(x) katsayilar fonksiyonlar1 olup p,(x) y®

terimindeki n sayisi diferansiyel denklemler teorisinden bilinecegi tizere diferansiyel ifadenin

mertebesidir. Konuyu ele alirken —i(—), Py (x), p,(X),..., p, (x) fonksiyonlar: sabit tutulmus,
o (X

kapali, [a,b] sonlu aralifinda stirekli varsayilacak; ‘bazi hallerde ilave sartlar konulacaktir.

C™ ile kapall [a,b] arahginda n. mertebeden siirekli tiirevli biitlin y(x) fonksiyonlarim

gosterecegiz. Her ye C™ fonksiyonu icin I(y) diferansiyel ifadesi tammlidir ve [a,b]
araliginda stirekli bir fonksiyondur (Naimark, 1968).

4.2.1 Smr Kosullar:

y fonksiyonunun ve ardisik ilk (n—1) tane tiirevinin [a,b] aralifmmin a ve b smmr
noktalarindaki degerlerini

YarYares Vo 05 Vs Voo Vi 4.2)

ile gosterelim. U(y), (4.2)’deki degiskenlerin

U)=ayy, +ay, +..+a_y"° + By, + By +et By 4.3)

yazimiyla bir lineer formu olsun. Yani y=(3,,¥% 0 ¥, Y0 Vpees YO °) yapisindadir.

Egerbutarz U,(y) (v=12,...,m) formlart verilmigse
U,(y»)=0 (v=12,...,m) 4.4)

esitliklerine y(x)e C™ fonksiyonunu belirlemeye yarayan sinir kogullari denir. (4.4) smr
kosullarini saglayan tim ye€ C™ fonksiyonlarmin kiimesini D ile gosteririz. D’nin C®

uzayinda bir lineer alt uzay oldugu agiktir.

Belli bir I(y) diferansiyel ifadesini ve (4.4)’de verilen kosullarla tammlanmig 6zel bir D alt
uzaym diigiinelim. Vye D fonksiyonuna u =1I(y) esitligi bir u(x) fonksiyonunu karsiltk



getirir. Bu gosterim D tanim kiimesinde bir lineer operator olup onu L ile gbsteririz. Buna

gore notasyon olarak
u=>Ly

yazilir. L’ye [(y) diferansiyel ifadesi ve (4.4) sir kosullar ile olusturulmus diferansiyel
operator denir. Aym bir I(y) diferansiyel ifadesi ile (4.4)’de secilen sinir kosullarina baglh
olarak ¢esitli diferansiyel operatorler olusturulabilir. Eger 6zel olarak (4.4) kosullann yoksa
D=C"™ tamm kiimesinde I, ile gosterilen bir diferansiyel operator tanimlanabilir. L, ’in
aym I(y) diferansiyel ifadesi ile olusturulmug diger tiim L operatorlerinin bir geniglemesi
(L, > L) oldugu agiktir. Ancak ¢ok sayida problemlerde genis sekilde tanimlanmis L,

operatoriiniin yukarida aciklanan sinir kosullariyla daraltilmalan incelenir.

Bazen U, (y) formlarinin bazilan geriye kalanlarinin lineer birlesimi seklinde ifade edilebilir.
Bu takdirde bu tiir form’a kargilik gelen U, (y) =0 geri kalanlarin sonucu olur ve bu digart
atilabilir. Omegin m=3 alinwsa ve U,(y) digerlerinin lineer birlegimi ise
U,(y)=cU,(y)+c;U;(y) =0 olur. Buna gore en bastan U, (y) formlanm lineer bagimsiz
alabiliriz. Lineer cebir’den bilindigi gibi bu U, (y) formlarinin katsayilarindan olusan matrisin
ranki m ’ye esittir (m < 2n).

U(y) yazilis yapisi incelendiginde n. mertebeden ifadede 2n tane bilinmeyen vardir. O
halde m = 2n igin (4.4) denklemleri yazilirsa lineer cebir bilgileri de kullanilarak

(-1 _

Ui =U0,(3)==Up () =02y, =y, ==y =y, =y, ==y, =0

olur. Ciinkii U, (y) ’ler lineer bagimsiz secilmislerdir (Naimark, 1968).

4.2.2 Homogen Sinir-Deger Problemi

Bir ye C™ fonksiyonunu tespit etme (belirleme) problemi

I(y)=0 4.5)
U,(»d)=0 (v=1.2,...,m) 4.6)

kosullariyla homogen sinir-deger problemi olarak tanymlanir. Eger L operatori (4.5) ile

verilen I(y) diferansiyel ifadesinden ve (4.6) ile verilen sinir kogullarindan meydana gelmis
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ise 0 zaman homogen sinir-deger problemi L operatdriiniin D tanim bdlgesinde L ’yi
dikkate almaksizin bir y fonksiyonu bulmak demektir.

Agiktir ki herhangi bir homogen sinir-deger probleminin her zaman en az bir ¢dzimii vardir
ki bu, y =0 dir. Bu ¢6zlime agikir ¢6ziim denir. Bir homogen sinir-deger probleminin bunun
yaninda sifir olmayan ¢oziimleri de olabilir. Dolayisiyla esas olan bir homogen smir-deger

probleminin sifir olmayan ¢6ziimlerinin hangi kosullar altinda oldugunu arastirmaktir.

V1> Va0, s B mertebeden I(y) =0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
olsun. Lineer diferansiyel denklemler teorisinden bilinecegi tizere /(y) =0 denkleminin ve

ayn1 zamanda homogen sinir deger probleminin herhangi ¢6ziimii
y=oy +6,y,+..+c,y, 4.7

formunda ifade edilmelidir. Buradaki c,,c,,...,c,bulunmas: gerekli sabitlerdir. Bu ¢6ztim

(4.6) smur kosullarin saglayacaktir. Orek olmas: bakimindan v =1 igin nasil bir yap: oldugu
ortaya konulacaktir. S6yle ki:

U =ayy, +tay, +..+ an—lyin—l) +Boys + By, + "-+ﬂn-1y1£n_l) =0 (4.8)
olsun. (4.7)’deki ¢oziim ifadesi (4.8)’de yerine yazilirsa ve (4.3) kullanilirsa

Ui(ey, + ¢y, +ote,y,) =02 gl y (@) +¢,3,(a) +... + ¢, 3, (@] + [,y (@) + ¢, ¥, (@)
+.te, Y @]+ +a, ey @ + e,y @) + .t ¢,y (@)]+ Boley (D) + ¢y, (B) + ...
+¢,5,(B)]+ Bley (0) + ¢, ¥, (B) + ..+ €,y (O] + oot B4 [y (B) + ¢, 970 (B) + . Fe,

¥,"(®)=0
ve diizenlenirse

U(ey 6, +..te,y,) =cla,y(a) + o y(a)+...+ an—lyfn_l) @)+ B,y (b)+ By (B) +...

+ B,y P B+ ¢y @0y, (@) + vy (@) + .t @, 150 (@) + By, (B) + By, (B) + ...+ B,
YOG+t c [y, @+ yy (@) + ..+ &, 3" (@) + By, (0) + By, B) +..+ B,y (B)]
=0

dan

Ulley, +e,p, +..+c,y,)=cU (y)+c,U () +..+c,U(y,) =0
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elde edilir. Benzer sekilde diger U, (y) = 0 formlan: da dikkate almirsa

qU,(y) +c,Uy(y,) +...+c, U (y,) =0 )

cU,(y)+c,U,(y,)+.+c,U,(y,)=0
................................................................. (4.9)

.................................................................

clUm(yl)+02Um(y2)+°"+cnUm(yn)=0 J

lineer homogen denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde ¢,,c,,...,c, bulunmasi gereken

sabitlerdir.

FUl(yl) U,»,) .. Ul(yn)_

U, U,(,) ... U,(»,)
U= . . (4.10)

_Um(yl) Um(yz) bl Um(yn)_J
matrisinin ranki » olsun. Lineer cebir bilgilerinden r <n’dir. Bu nedenle (4.9)

denklemlerinin ¢,,¢,,...,c,’ler i¢cin (n—r)tane lineer bagimsiz ¢dzlimii vardir ve bu/bunlar

sinir deger problemini saglar/saglarlar (Naimark, 1968).
Bu agiklamalar 15181 altinda su sonuglar séylenebilir:

Sonug¢ 4.2.1 Eger U matrisinin ranki 7 ise homogen smir-deger probleminin (n—r) tane

lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir.

Sonu¢ 4.2.2 Homogen sinir-defer probleminin agikir olmayan yani sifirdan farkli bir
¢Ozlimiiniin olmasi i¢in U matrisinin » rank: / diferansiyel ifadesinin » mertebesinden

kiigiik olmalidur.

Sonug 4.2.3 m < n igin homogen sinir-deger problemi her zaman agikér olmayan bir ¢dzlime
sahiptir.

Sonu¢ 4.2.4 m=n i¢in homogen smir-deger probleminin agikdr olmayan bir ¢dziimiiniin

olmasi i¢in gerek ve yeter sart U kare matrisinin determinantinin sifir olmasidir.

U matrisinin rank:t y,,y,,..,y, temel ¢dzlimlerinin se¢imine bagh degildir. Boyle bir

Vi»Vases Y, Sisteminden bir bagka $,,,,...,y, sistemine bir
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9 =2.a;y; (=12,..n) (4.11)
i=

lineer doniigiimiiyle gegilebilir. Onemli olan yeni sistemin determinantinin sifir olmamasidir.

(4.11) doniigtimiiyle U matrisi [a;] (i,j=L12,..,n) matrisiyle ¢arpimakta ve rank ayni
kalmaktadir. U matrisinin ranki stnir-deger probleminin rankidir.

Verilen bir homogen sinir-deger problemi asagidaki sekilde genellestirilebilir:
U,(0,U,(3),--,U, () ; C™ uzaymn lineer bagimsiz fonksiyonlari, I(y) ise n. mertebeden
bir diferansiyel ifade olsun (C™ uzaymnda norm olarak |y|= Z{;%I y® (x)l alinabilir). Bu
takdirde genellestirilmis bir homogen simir-deger probleminden kastedilen C™ uzayinda
I»=0,U,(»=0 (v=12,..,n)

kosullarini1 saglayan bir y fonksiyonu bulmaktir (Stakgold, 1979).

4.2.3 Lagrange’n Formiilii: Eslenik Diferansiyel ifade

dny dn—ly dn—Zy
I(y) = p, (x)ExT"' D (x)’d7_‘1‘+ D2 (%) 2

+..+p,(X)y 4.12)

diferansiyel ifadesinin p,(x) (k=0,,..,n) XKkatsayllannmin [a,b] araliginda (n-k).
b
mertebeden tiirevleri stirekli ayrica y ve z, C™’de keyfi iki fonksiyon olsun. Il(y)zdx

integralini goz Oniine alalim. Burada Z z(x) fonksiyonunun kompleks eslenigini

gostermektedir. Yani z= E@ dir. Buna gore

b b n b _
[1)2dx=[1py(£)y™ + Py @)Y + P, ()Y "> +...t p,(D)yladr = Y [ p,_ 7y Pdx (4.13)
a a =0 4

ifadesi ele alinmalidir. Kismi integrasyonlar uygulanarak

u=p, _.z—>du=(p,, z)dx 4.14)

dv=yPdx - v=y*? 4.15)

bulunur. (4.14) ve (4.15) esitlikleri (4.13)’de kullanilarak
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b b
[poazy®Pdi=p, . zy* L - [(p,,2) y*Vax (4.16)

elde edilir. Bir kez daha kismi integrasyon uygulanirsa

u=(p,;2) - du=(p,,z)dx 4.17)

dv=y¥ Dy > v =y*? (4.18)
olarak (4.17) ve (4.18) esitliklerinden kismi integrasyon formiiliine gére (4.16) esitligi

b _ _ b _
jpn—-k zyWdx = [Py 2y @D (2,-42)y 2 L+ J(Pn—k z)" y*Pdx (4.19)
halini alir. Benzer islemler siirdiiriiliirse genel ifade olarak

b _ _ _ _ b _
[Prazy®dr=[p, 29" =(,,2)y*? +.t (D (2, D* V1 + (D [(p,. ).
ydx (4.20)

elde edilir. Bu ifadede k¥ = n,n—1,...,0 koyarsak ve sonu¢ denklemlerini toplarsak

bfl (Mzdx =[pyzy™™ = (py2)y" > + .+ (<) (£, )"y + P2y = (p,2) " +..
+(-D)"(p,2)" Py + P2y —(p,2) Y+ A () (2, 2) "Dy + ot p Y] +

+ bj[(—l)"(po 2)® +(=1)" (p,2)" D + (- (p,2)" +...+ p, z]ydx (4.21)
bulunur. Burada

P1,8) =[P 27" = (2 2) ¥* P+t (D" (2o 2) "y + P2y "D ~(£,2) ¥V +..

()" (2, 2)" Dy + Py 2y —(0,2) Y 4k ()P (2, 2) " Py + ot Doy zy]l (422)

Ve
I"(2) = (<D (2,2)® + ()" (2,2) "™ + (1) (0,2)*? +..+ p z (4.23)
I'(2) = ()" (po2)® + (D" (2,2) " + (-1)"*(p,2) "™ +..+ D,z (4.24)

olarak degerlendirilirse (4.22) ve (4.24)’den (4.21) esitligi
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[15)zdx = Pa.0) + [y (2 (4.25)

olarak yazilir. (4.25)’deki P(n,$);

N=asVars ¥ Vs Vhres i)

ve
’ —1 ! —1
§=(za,za,...,z£” ),zb,zb,...,z,f” ))

degiskenlerinin bir bilineer formudur. Bilineer form genelde C™ uzayinda gegerlidir.

x;,y; € Colmak fizere

X = (X5 %Xy 50005%,)

V=1 V200e00 V)

olarak Vx,y e C™ ye bir ¢(x,y) sayisi karsilik geliyorsa ve asagidaki kosullar1 sagliyorsa o

zaman ¢(x,y) ye C™ de bir bilineer form denir. Bu kogullar séyledir:
1-) ¢(x,y) y sabitiken x e gore lineer yani

plax, +a,%, +..+a,x,,y) =a,d(x,y) +&¢(x,, )+ ...+ &, 8(x,, )
2-) ¢(x,y) x sabit tutulurken y ye gore antilineer yani

B, + Ay, +ot 4,3,) = OB +0b (5 3,) F ot 2,95, 7,)
olmalidir (Coddington ve Levinson, 1955).

(4.25) ile verilen esitlik Lagrange’n formiilii, bu formiilde gegen ve (4.23) ile verilen [ (z)
diferansiyel ifadesi ise /(y) ’nin eslenik diferansiyel ifadesi olarak adlandirilr.

b
J. I"(z)ydx integralini g6z 6niine alirsak (4.25) esitliginden yola ¢ikarak analoji yoluyla

b _ b
|1 (2yax = 01,0) + [21(r)ax (4.26)
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seklinde bir ifade elde edilir. (4.26) esitligindeki I(y) diferansiyel ifadesi /" (z) diferansiyel
ifadesinin eglenigi oldugundan
I"(»=1) (4.27)

yazilabilir. Bir bagka deyisle I(y) ve I'(y) diferansiyel ifadeleri birbirlerinin eglenigidirler.
(4.23) dikkate alinarak eglenik ifadeler i¢in

(G +L) =1 +1 (4.28)
ve A keyfi bir say1 olmak tizere

" =ar (4.29)
oldugu anlagilmaktadir.

Bir I(y) diferansiyel ifadesinde eger " =1 ise I(y) *ye kendine es denir. (4.28) ve (4.29)’dan

agagidaki sonuglar sdylenebilir:
Sonuc 4.2.5 Kendine es diferansiyel ifadelerin toplami da kendine eg bir diferansiyel ifadedir.

Sonuc 4.2.6 Bir reel sayiyla kendine eg bir diferansiyel ifadenin ¢arpimi da kendine es bir
diferansiyel ifadedir.

Simdi biitiin kendine es diferansiyel ifadelerin genel formunu bulmak hedeflenmektedir.

Teorem 4.2.7 p; [a,b] aralifinda reel degerli bir fonksiyon olmak tizere herhangi kendine es
diferansiyel ifade

v 3% 1 13 V- 4 3 v V.
L, =@y 1, ,(») = 5[(lpy‘ DY + (ipy®) ]

formundaki diferansiyel ifadelerin bir toplamudir.

b b
Ispat: y,ze C™ olmak fizere Ilzv (»)zdx ve jlzv_l (»)zdx integrallerini g6z 6niine alalim.

Kismi integrasyonlarla 7, (y) ve [,,,(y) diferansiyel ifadelerinin ayr1 ayr kendine es
olduklan gosterilmelidir. Sonug olarak bu gosterilebilirse bu formdaki ifadelerin her biri i¢in

toplam benzer sekilde kendine es bir diferansiyel ifade olur.
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b b
(L ()zdx = [(py®)® zax (4.30)

integralini g6z Oniine alirsak nasil bir yapida oldugunun ortaya konulmasi gerekmektedir.
Bunun igin v =1,2,... alinarak genel ifade bulunmalidir.

v=1=(py) =py"+pYy'
v=2=(py")' =py"" +2py" + p"y’

y= 3 = (pyM)m = pynrm +3prynm +3pnymr +pmym
v v
y=p= (py(v))(v) — py(Zv) +V‘U,y(2v—1) +(2)p”y(2v—2) +(3jpmy(2v-3) +".+p(v)y(v) (431)

(4.31), (4.30)’da yerine yazilirsa

! - ! VN ! v A Vi b (2o VI . v- V).,
J’lzv(y)zdxz I(py())()zdx=ji:py(2)+vpy(z 1)+(2)p y(z 2)+(3 » y(z 3’+...+p(’y“

_ b b v\ N 8 b _
_ 2v) 7, . (2v-1) n__ (2v-2) m (2v-3) )
zdx = !pzy dx+va zy dx+(2l[p zy dx+(3}!p zy dx+...+;|'p z

yPdx (4.32)

bulunur. Buradaki toplamin her bir terimine ayr: ayr1 kismi integrasyon uygulanmalidir.

b
I = J-pzy(z")dx (4.33)
alinirsa
u=pz—> du=(pz)ds (4.34)
dv=yPdx >v=y>? (4.35)
olarak (4.34) ve (4.35), (4.33)’de kullanilirsa

b _ b _
I, = [pzy®dx=pzy® ™1, - [(p2)y > P dx (436)

olup tekrar kismi integrasyonla
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u=(pz) > du=(pz)dx

(2v-2)

dv=y""dx 5>v=y

(4.36) icin yazilirsa

b

h
I = [pzy®dx=[pzy ™" ~(p2)y* 1, + [(p2)'y* Pekx

a

ve son kez kismi integrasyonla

u=(pz)" = du=(pz)"dx

dv = y(2v—2)dx Sy= y(2v—3)

(4.39)’da yazilirsa
b _ _ _ b
1] — .fpzy(2”)dx=pzy(2”'” _(pz);y(zv-z) + (pz)”ym'” ]1; . _[(pz)”’y(zv“”dx

ve genellemeye gidilirse

b

f— b —_—
1, = [pzy®dx=pzy ™™ —(p2)y*? 4.k D (02O YL, + [(p2)® yaix

a

olur.
b —_—
12 - Iplzy(Zv—I)dJC

alinirsa

u=p'z—du=(p'z)dx

dv — y(2v——l)dx Sy= y(2v—-2)

olur. (4.45) ve (4.46), (4.44)’de kullanilirsa
b _ _ I3 _
I, = Iplzy(ZV—l)dx=plzy(2v—2)]3 _ j'(p'z)'y(zv“z)dx

olup tekrar kismi integrasyonla

u=(p'z) — du=(p'z)"dx

(4.37)
(4.38)

(4.39)

(4.40)
(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
(4.46)

(4.47)

(4.48)
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dv = y(zv_z)dx S>y= y(zv_3) (4.49)

olur. (4.48) ve (4.49), (4.47)’de kullanilirsa
b _ _ b
]2 — Jp'zy(zv"l)dx=p'zy(2"'2) _ (plz)ly(Zv—3) ]1; + I(p'z)”y(zvus)dx (4.50)

bulunur. Son kez kismi integrasyonla

u=(p'z)" = du=(p'z)"dx (4.51)
dv — y(2v—3)dx Sy= y(2v—4) (452)

olarak (4.51) ve (4.52), (4.50)’de degerlendirilirse

b _ _ _ _ b _
I, = J‘plzy(Zv—l)dx=plzy(2v—2) _ (prz);y(zv—s) + (plz)”y(2v~4) ]Z _ J(p'z)”'y(zv_4)dx (4.53)
ve genellemeye gidilirse

b r _ _ b
I, = J‘plzy(zv—l)dx=przy(2v-z) _ (plz)ly(2v—3) +o+ (__1)2v—2 (plz)(Zv—Z) .V]Z + (_1)2v—1 J‘(prz)(zv-l)
a

a

ydx (4.54)

olur.

b —
I, = [p"zy®Vds (4.55)
aliirsa kismi integrasyona gore
u=p"z—>du=(p"z)dx (4.56)
dv=y®Ddy >y = y>d (4.57)
olur. (4.56) ve (4.57), (4.55) igin yazilirsa

b _ _ b _
I = [p'2y®Pde=p"zy® VL, - [y Vdx 458)

olup tekrar kismi integrasyon uygulanirsa

u=(p"z) > du=(p"z)"dx (4.59)
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dv = y(2v—3)dx Sy= y(Zv-4) (460)

olarak (4.59) ve (4.60), (4.58)’de kullanilirsa
b _ _ b _
13 — jpnzy(ZV-Z)dxzpﬂzy(Zv—S) _ (pnz)ry(2v—4)]z + J(p”z)”y(2”'4)dx (4.61)

olup son kez kismi integrasyonla
u=(p"z)" - du=(p"z)"dx (4.62)

dv = y(2v—4)dx Sy= y(2v-5) (463)

olarak (4.61)’de yerlerine yazilirsa
b _ _ _ _ b _
13 - Ipﬂzy(2v—2)dx =plrzy(2v-3) _ (pnz)ry(2v-4) + (pnz)ny(Zv-S) ]z _ I(pnz)my(2v~5)dx (464)

ve genellemeye gidilirse
b

13 — Ipngy(2v—2)dx=pﬂ2y(2v-3) r (pn;)ry(Zv—z#) ot (_1)2v—3 (p”;)(2v—3) y]z + (_1)21)—2 .

a

b
[(2"2)® ydx (4.65)
elde edilir.
b —
I, = j "2y Ddx (4.66)

alinirsa kismi integrasyon ifadeleri

u=p"z—>du=(p"z)dx (4.67)
dv = y(2v_3)dx > y= y(2v~4) (468)
olarak (4.66) i¢in yazilirsa

b _ _ b _
I, = jpmzy(zv—s)dx=pmzy(2v-4)]z _ I(p”z)'y(2”"4)dx (4.69)

bulunur. Bir kez daha kismi integrasyonla
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u=(p"z) - du=(p"z)"dx (4.70)
dv=y*Vdx > v=y®> 4.71)

ifadeleri (4.69)’da yazilirsa
b _ _ b _
14 — _“p'”zy(zv”3)dx=p'"zy(2v"4) __(pmz)ly(Zv—S)]z + I(p'"z)”y(zv_s)dx (4.72)

bulunur. Son kez kismi integrasyon uygulanirsa

u=(p"z)" = du=(p"z)"dx (4.73)
dv=y®Idx >y =y@9 (4.74)

olarak (4.72)’de degerlendirilirse
b _ = - b =
I4 2 J.p'”zy(zv“3)dx= pmzy(2v—4) il (pmz)ry(2v—5) + (p”’z)”y(zv_é) ]z y j(p'”z)'”y(zv"s)dx (4.75)
ve genellemeye gidilirse
b —_— — p— —
14 — Ip”'zy(zv"3)dx=p'”zy(2"'4) _ (pmz)ry(Zv—S) o+ (_1)2v—4 (pmz)(2v—4) y]z; + (__1)2v—3 )

b
"2 yax (4.76)

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse
b -—
I, = J. pzyPdx 4.77)

b _ _ _ b _
I, = [Py Vde=pW 2y —(pV 2y 4t (D7 POV + (D (002,
ydx (4.78)

bulunur. Béylece (4.43), (4.54), (4.65), (4.76) ve (4.78) esitlikleri (4.32)’de yerlerine yazilirsa
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b b 5
(L )z = [(py )P zdx=] pzy®™ —(pz) y > +...+ (-1 (p2) "V 31, + [(22)™ .
- _ b
ydu v [pzy® D =(p2) y P 4.+ () @D YL (=) [(p'2) Py +
- _ v b _
( J [p Zy(2v 3) (pnz)ly(2v—4) +...+ (_1)2v—3 (pnz)(Zv—B) y]z + (ZJ(_1)2v~2 I(pnz)(Zv—Z) ydx+
b
. - y— m_\(@2v- v Y= N (29—
@ [P"2y®™ = ("2 y* 7 4t (D ("D + @(-1)2 > [0 yax +
- - _ b _
.. .+[p(v) Zy(V-l) _ (p(v) Z)ly(v—Z) +oF (_1)v—1 (p(v) z)(v—l) y]lz + (__1)v J‘(p(v) Z)(v) ydx (479)

bulunur. Buna gore

,f L, (W zdx = A(n,$) + f Vi, (2)dx (4.80)

dir. Burada

401.0) = {pzy ™ ~ (P2 Y 4.t ()P (p2) Dy +y [Pz - (02 Y 4.

— = — ”_N\(2v- v m
+(__1)2v-2 (prZ)(Zv—Z)y] (2) [p Zy(Zv 3) (p/rz)ly(Zv—-4) +.N+(_1)2v 3(p Z)(Z 3)y]+(3J [p .

Y& _(p"2) y® ) 4+ (=D (p"2) P ]+ A+ pP 2yt D _(pM )y D 4
+(—1)”‘1 (PP, (4.81)

ve

(D) = ()™ v ()™ ’“(;J(—l)”“z (") +[;J(—1)2”-3 P .
Y (V) (4.82)
dir. Burada p reel degerli bir fonksiyon oldugundan

5,2 = (p2)® +(=D" (P + @(-1)2” (2> + @(—1)2” @) +...

+(-1)’ (pV2)Y (4.83)

dir. Ayrica (4.31)’den analoji yoluyla
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L, (2) = pz® +vp'z®D +(2J p"z% 4 [3) p"z% P 4+ p®? (4.84)

yazilabilir. (4.83) ve (4.84) dikkatli incelenirse

5,(2) =1, (2) (4.85)
oldugu gortiliir. O halde benzer sekilde

Ly () =1, (») (4.86)
yazilabilir ki bu Z,,(y) *nin kendine es oldugunu gosterir.

b

b
Jra 0925 = [ 1G24 iy )01 2t “.87)

integralini g6z 6niine alirsak nasil bir yapida oldugunun ortaya konulmasi gerekmektedir.

Bunun igin v =1,2,... alinarak genel ifade bulunmalidir.

v=1=— [(lpy) lpy]——(2lpy +ip'y)
v=2=>— [(wy) +(lpy)]——(2wy”’+3ip'y”+ip”y’)

v=3=— [(lpy )+ (ipy™)] = > 2ipy™" 5Py + 4ip"y" +ip"y")

.......................................................................................................................................................

1 . V- V) . v)\ (v . - 1 o 1. 2V~ 1 . n, (2v-
v=v=1@y")” +@y®) 1= ipy® ”+(v—5)lpy‘2 Do)y

+ % ip® 50D (4.88)

(4.88), (4.87)’de yerine yazilirsa

b

b b
[ty ) zdx= I% [Gpy® ™) +(ipy®) O] zdx= J{ipy @ 4 (v - %}pgﬂ“” + %(v ~1)2.

ip"y®D 4., +;p(v) - 1’}za’x J‘lpzy(zv"l)afx+(v—%) 'flp zy(2”“2)cbc+ (v 1)? _[lp zy® Dy

b
+...+% ip™ zy® Ve (4.89)

a
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bulunur, Buradaki toplamin her bir terimine ayr1 ayr1 kismi integrasyon uygulanmalidir.

b
I, = [ipzy®Vdx (4.90)
alinirsa
u=ipz - du = (ipz)'dx (4.91)
dv=y®Vdx >v=y>? (4.92)
olarak (4.90)’da kullanilirsa

b _ b _
1, = [ipzy® P dx =ipzy® Y, - [(ipz) y >V elx (4.93)
olup tekrar kismi integrasyonla
u = (ipz)’ = du = (ipz)"dx (4.94)
dv=yPVdx >v=y®? (4.95)
(4.93) i¢in yazilirsa

b r _ b _
1, = [ipzy® P dx=ipzy® ™ ~(ipz) y* 1, + [(ip2)"y* Vs (4.96)

ve son kez kismi integrasyonla

u = (ipz)" = du = (ipz)"dx (4.97)
dv = y(2v—3)dx Sy= y(2v—4) (4.98)
(4.96)’da yazilirsa

b _ _ - b _
I, = [ipzy®Pdx=ipzy™™ ~ (ip2) y™ + (ip2)"y > 1. - [(ip2)"y* Vdx (4.99)
ve genellemeye gidilirse

b _ _ b _
1, = [ipzy® P dn=ipzy™® — (ip2) y® 4.t (D (02D Y1+ () [p2) .

a a

.ydx (4.100)
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olur.
b —
12 - Il-pfzy(zv-z)dx

almirsa

u=ip'z - du=(ip'z)dx

dv = y(2v—2)dx S>y= y(2v—3)

olur. (4.102) ve (4.103), (4.101)’de kullamlirsa
b _ b _

12 = J‘iplzy(ZV—Z)dx=iprZy(2v-3) ]z _ J‘(iprz)ry(Zv—S)dx

a

olup tekrar kismi integrasyonla

u=(ip'z) = du=(ip'z)'dx

(2v-4)

dv=y"dx >v=y

olur. (4.105) ve (4.106), (4.104)’de kullanilirsa

b b
Iz - J-l-plzy(Zv—Z)d)C=ipIZy(2v—3) _ (Z:plz)ly(Zv—‘l-)]z + 'f(ip'z)”y(zv_'*)dx

bulunur. Son kez kismi integrasyonla

u=(ip'z)" — du = (ip'z)"dx

(2v=5)

- dv=yPVdx >v=y

olarak (4.108) ve (4.109), (4.107)’de degerlendirilirse

b b
Iz = Ii[’lzy(Zv—Z)dx:_lplzy(Zv—E)) _ (lo}?tz)ly(Zv—4) + (wrz)lry(Zv—S) ]2 _ .[(l:plz)my(2v—5)dx

ve genellemeye gidilirse

b
Iz — Jil)rzy(2v~2)dx=ip'zy(2v~3) _ (l:plz)ly(2v—4) ot (_1)2v-3 (lplz)(Zv—-E)) y]‘l: + (__1)21)-—2.

(4.101)

(4.102)
(4.103)

(4.104)

(4.105)
(4.106)

(4.107)

(4.108)
(4.109)

(4.110)
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b
. Jl(lp'Z) (2v—2)ydx

olur.
b —_—

13 — J‘iljnzy(2v~3)dx

almirsa kismi integrasyona gore

u=ip"z = du = (ip"z) dx

dv = y(2v—3)dx Sy= y(2v—4)

olur. (4.113) ve (4.114), (4.112) i¢in yazilirsa
b _ b

13 - Jz;t)”zy(zv"3)dx =iprlzy(2v~4) ]Z _ J'(ip”z)'y(zv““)dx

olup tekrar kismi integrasyon uygulanirsa

u =(ip"z)' — du = (ip"z)"dx

dv = y(2v—4)dx Sy= y(2v—5)

olarak (4.116) ve (4.117), (4.115)’de kullanilirsa
b

a

olup son kez kismi integrasyonla

u=(ip"z)" = du = (ip"z)"dx

(2v-6)

dv=y®Vdx >v=y

olarak (4.118)’de yerlerine yazilirsa

b _ _ _ b _
13 — J‘ipnzy(zv—a)dx =l-pnzy(2v—4) _ (l-pnz);y(zv—s) + (ippz)ny(zv—s)]z _ I(ip”z)'”y(zv_ﬁ)dx

ve genellemeye gidilirse

b
13 — J‘ipnzy(zv-s)dx=lpnzy(zv-4) _ (ip”Z)'y(zv_s)]z + J‘(l-pnz)ny(zv-S)dx

4.111)

(4.112)

(4.113)
(4.114)

(4.115)

(4.116)

4.117)

(4.118)

(4.119)
(4.120)

(4.121)




26

b
I, = .[lp” Zy(zv-s) dx =l'p" Z y(2v—4) _ (lp” Z)' y(2v—5) o+ (__1)2v-—4 (lp” Z)(2v~4) y]z + (_1)(2v—3)‘
b —_—
[Gp"2) " ydx (4.122)

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

b
I, = jip“) 2y Vdx (4.123)

a

alinirsa kismi integrasyonlarla

b
I, = [ip® 2y Pdx=ip® 2y ~(pV 2y 4t ()2 (VDD yL + D)

a

b
J@®2) P yax (4.124)

bulunur. Boylece (4.100), (4.111), (4.122) ve (4.124) esitlikleri (4.89)’da yerlerine yazilirsa

b b
_ 1. v=1)\ (v OGRS . (2v- N N AT v—
ﬁzV-l(y)de;‘J'E[(zpy‘ N +Gpy®) P 2dx=ipzy ™™ ~ (ipz) y* P + 4 (DT

a

b
RN y-- RN 1 . 1 (2v- s N (20— v
(@p2)®? yLL+(-D> [p2)® l’ydx+(v—5J o2y (2 y > 4.t ()P
. 1 \(2v-3) 1 2v—2b . 1 \(2v-2) 1 200 (2v—4) . m_N\I.,(2v-5)
D3]+ v |0 D P00 T - 2 O ¢
V-4 2 n_N (2~ 1 v—b-rr_ y— 1~v_ Y- RO
+ D D)+ 00D [ Dy 2T - D)y
v=2 e (V) _\(v-2) 1 v—1b . (V) _NO-D
AED)2 @Oy #=D™ 2Py (4.125)

bulunur. Buna gére

[t zdx = C@.0) + [V, 1 (2)dx (4.126)

dir. Burada
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C(.8)= {ipéy‘”*” =@z y™ P+t C)P P ip2) T Py + (v —%][ip'éy““'” ~(p'2)y®™"
v—3 2 1 _\(2v— 1 . (2 . N\t (20— v—4 o2 N (2v-
Fo+ (D72 (' 2)¢ 3)y]+§(v—1)2[zp”zy(2 D _(ip"2) y @ 4.+ ()7 (p"2)? 4)y]+...

1-v_v- . (V) N\, (- =27 (V) (- ’
+5[lp“zy‘ P =@V 2y 4+t ()7 @V 2) 2’y]}

a

ve p reel degerli bir fonksiyon oldugundan

L, (2) =i(pz2)®™ - (v - %Ji( p'7)®? + % v=-)%(p"2)® P +...+ L—zi)v—i( p )P (4.127)
dir. Ayrica (4.88)’den analoji yoluyla

1, (2) =ipz®™ + (v - %)ip'z(z"“z) + %(v ~D%ip"z® P 1+ —;—ip(v)z(v'l) (4.128)

yazilabilir. (4.127) ve (4.128) dikkatli incelenirse

Ly (2) =1, (2) (4.129)
oldugu goriiliir. O halde benzer sekilde

Ly (N =1 () (4.130)
yazilabilir ki bu Z,,  (y) 'nin kendine es oldugunu gosterir.

Sonug olarak [, (y)ve [, (y) formundaki toplam ifadeler kendine es diferansiyel
ifadelerdir.

Diger taraftan
I =py" +py"" +..+p,y 4.131)

kendine es bir diferansiyel ifade olsun; /() nin /,,(y) ve ,,_; () *nin toplam formunda ifade

edilebilecegi kanitlanmalidir.

(4.23)’den /() ’nin eslenik ifadesi

I' () = (D" (pe)® + (=) (2,3)" +..+ P,y (4.132)

ve daha agik yazilirsa
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I'(») = (1" poy™ + [(—1)”.11;; +(=)™? E]y”‘l +... (4.133)

dir. (4.131) ve (4.133) kargilastirlirsa

po=(-1"p, (4.134)
olur.

Eger n ¢ift say1 (n=2u) ise (4.134)’e gore p, =p_0 dir. Yani p, reel degerli bir

fonksiyondur. Eger /(y) *den kendine es

!
2

La) = (pey®)® = poy® + pp, y© 4.+ po[‘;)y[_j (4.135)
ifadesini gikarirsak (7 —1). mertebeden kendine es I(y) - L, ,(y) ifadesini elde ederiz.

Eger n tek say1 (n=2u-1) ise p, = —Edir ve bu nedenle preel degerli bir fonksiyon

olmak iizere p, = ip yapisindadir. I(y) ’den kendine es

10, .. . y o 2u—1 1 .o 1 "o
L1 () = =[ipy @) + (ipy @) D= poy® +ZE 2 5 1 Yr—(u-1)p, ¥ +...
2 2 2

- A7) (4.136)

ifadesini gikarirsak (z—1). mertebeden kendine es I(y) —1,,,(y) diferansiyel ifadesini elde

ederiz.

Buradan elde edilecek sonug /(y) ’den kendine es 1, () ve I, ,(y) ifadeleri uygun sirayla
ard arda gikarilirsa sonunda 0. mertebeden kendine es bir ifade elde edilir. Bu, L(y)=p,y

olmasini gerektirir. p, reel degerli bir fonksiyon olmalidir. Boylece teorem kanitlanmisg olur.

Eger 6zel olarak I(y) reel katsayili kendine es bir ifade ise /, 41(y) formunda olamaz. Bu

yiizden reel katsayilardan olugmus herhangi kendine es diferansiyel ifadenin ¢ift mertebeden
13)=(@2oy“)* + (2 y* )P 4+ (P, ¥ + P,y (4.137)

formunda olmas: gerekir. Buradaki p,, p, ,..., p .. Teel degerli fonksiyonlardr.
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4.2.4 Eslenik Simir Kosullari, Eslenik Operator

(n-D

Ui sUsrosU s Y23 Vorees Y2 3,5 Ypoeees ¥ degiskenlerini igeren lineer bagimsiz formlar
olsun; eger m<2n ise 2n lik lineer bagimsiz bir U,,U,,...,.U,, sistemi elde etmek igin

U,s15U s U,, formlann ilave etmek gerekir. Bu formlar lineer bagimsiz olduklarindan

(n—-b

Vas Vs Y Y0 Vioen Y degiskenleri U,,U,,...,U,, formlarnin lineer kombinasyonu
olarak ifade edilebilir. Bu ifadeler (4.25)’deki bilineer P(7,{) formunda kullanilir. O nedenle

P(n.0); U,,U,,....U,, degiskenlerinin ve z,,25,....2",2,,25-,2"" degiskenlerini igeren
2n tane V,, .V, ...V, lineer homogen formdaki katsayilarin bir lineer homogen formudur.

Lagrange’in formiilii bu durumda

b b
[10)2dx=UV,, + UV, +..4 ULV, + [ 317 () (4.138)

halini alir. V,V,,...,V,, formlan lineer bagimsizdirlar (Akhiezer ve Glazman, 1993).

Bu iddiay1 kamtlamak icin, kismi integrasyonlarla elde edilen terimlerin x=a ve x=5 ug

noktalarindaki degerlerinin farkindan olusan P(7,{) formunu yeniden yazarsak

P(”’ ;) = PI;(”ag)_Rz(”ao (4139)

(n—-1)

ve P (11,{) ve P,(1,0); ¥,Y s ", 2,250, 2" fonksiyonlarimn sirastyla x=a ve x=b

noktalarindaki degerlerini igerir. Bunun sonucu P(7,{) matris formunda

~A, O
[0 AJ (4.140)

seklinde yazilir. Burada A, ve A, sirastyla P,(7,¢) ve P,(n,{) matrislerini, O ise O(stfir)

matrisini gdstermektedir. (4.20)’den A, ve A, matrislerinin her biri

[ - p, |
D"’ p, 0
(4.141)
- Dy - 0 0
Py 0 .. 0 0 |
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yapisindadir. Buradaki p,, x=a ve x=b de A, ve A, icin degerlendirilir. Matrisin

kosegenindeki elemanlar karigiklik olmamasi i¢in yazilmamugstir. Matrislerin ikisinin de

determinanti 0 degildir ve buna gore (4.140) ile verilen P(7,{) matris formunun determinant:

da 0 degildir (Ince, 1956).

Vs Vs ¥ 0, Vh s Y deiskenlerinden U,,U,,...,U,, degiskenlerine gegis

determinanti 0 olmayan bir lineer doniisimdir. Bu ytizden U,,..,U,, Ve
24522, 2,20 2" degiskenlerinden olugan P matrisinin determinanti da 0

degildir. Ancak bu matris de V,,,V,,,....,7; formlarinin katsayilar matrisidir. Bu formlar

tistelik lineer bagimsizdirlar.

v,=0,7V,=0,..,V,,, =0 (4.142)
sinir kosullari
vu,=0U,=0,.,U,=0 (4.143)

esas siur kosullarinin eslenigidirler. Sinir kogullari eglenik sinir kogullarin aym ise kendine

estir.

L, I(y) ifadesiyle ve (4.143) smr kogullariyla genellenen operator olsun. I”(y) ve (4.142)

stir kogullartyla genellenen operator L ile gosterilecek olup L *nin eslenik operatorii olarak

adlandirlir.

(4.138) formiiliinden ve (4.142)-(4.143) smir kogullarindan
b b
[Lyzde = [y (z)dx : (4.144)

esitligi L *nin tamm bolgesindeki tiim y ler ve L' ’m tanim bolgesindeki tiim z ler igin L ve

L' operatbrlerini igerir. Eger kisaltilmig notasyonla ifade edersek
b et
(3:2) = [y(x)z(x)ds (4.145)

alarak (4.144) formiilii

(Ly,z2)=(»,L'z) (4.146)
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halini alir. Eslenik operatériin tantmindan L operatérii L' operatoriiniin eglenigi yani

" =L (4.147)
dir. Eger
L'=L (4.148)

ise operatore kendine e denir.

L’ tammina gore su da soylenebilir: Bir L operatériiniin kendine es olmast igin gerek ve yeter

sart kendine eg bir diferansiyel ifade ve sinir kosullartyla genellestirilmesidir.
Kendine es bir L operatorii igin (4.146) formiilii

(Ly,z) = (y,Lz) (4.149)

olur.

4.2.5 Eslenik Sumir-Deger Problemi

Eger L', L’nin eglenik operatorii ise

L'(z)=0 (4.150)
homogen sinir-deger problemine

Ly=0 (4.151)
homogen sinir-deger probleminin eslenigi denir (Akhiezer ve Glazman, 1993).

Daha aynintili olarak (4.150) sinir-deger problemi

I"(2)=0 (4.152)
V,(2)=0 (v=12,.,2n-m) (4.153)
seklinde yazilabilir. I”(z), I(y) diferansiyel ifadesinin eslenigidir ve (4.153) esitligi L ’nin
esleniginin sinir kogullandir.

Simdi eglenik simr-deger problemlerinin ranklan arasinda bir baginti elde etmek

incelenecektir.

2> 2 23 1 (2) =0 esitliginin lineer bagimsiz ¢oziimleri ve r';
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[ Vi(z) .. .. Vdz,) ]
Vy(z;) . . V,(z,)
(4.154)
_VZn—m (Zl) oo oo V2n—m (Zn )_J

matrisinin ranki olsun. Bu takdirde (4.152)-(4.153) eslenik sinir-deger probleminin (z —r')

tane lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir.
Diger taraftan, y, (4.151) sinir-deger probleminin keyfi bir ¢6ziimii ise (4.138) Lagrange
formiiliiniin sol tarafi z=2z, i¢in 0 olur. Ayrica U,(y) =...=U,(y) =0dir. Bu durumda

Lagrange’in formiilii sadeleserek
Um+l(y)V2n—m(zv)+"'+U2n (y)Vl(Zv) = 0 (4155)

halini alir. v =1,2,...,n konularak U, (»),...,U,,(y) denklem sistemi formu

Uit OWop(2) + .+ U, (0Wi(2) =0

U, (y)VZn—m (Zz) +..+U,, (Vi (z,)=0
................................................................... ’ (4.156)

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Uit 0V (2,) + e+ U OWi(2,) =0

elde edilir. Eger (4.151) smir-deger probleminin ranki » ve lineer bagimsiz bir ¢oziimler
sistemi y;,¥,,...,¥,., 1s€ (4.156) sistemi Coddington ve Levinson’a (1955) gore

Um+1 (yj)""’ U2n (y]) (j = 192,"‘9” _r)
seklinde en az (n—r) tane lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir. Bu nedenle (4.156) sisteminin

matrisinin ranki 2n—m—(n—r) =n—m+r’den ¢ok olamaz. (4.156) sisteminin matrisi satir

ve slitiin diizeniyle (4.154) matrisiyle uyumlu oldugundan
r'sm—m+r (4.157)

dir. iki smir-deger probleminin karsilikli eslenik oldugunu hatirlarsak onlari birbirlerinin
yerine koyabiliriz. Béyle bir degisiklikte » ve 7' yer degistirir ve m yerine (2n—m) gelir; o

nedenle 7 <n—(2n—m)+r' ya da bir bagka deyisle
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r<m-n+r' (4.158)
olur. (4.157) ve (4.158) karsilastirilirsa

r'=n—m+r (4.159)
oldugu ortadadar.

Bu anlatilanlardan su sonuglar elde edilir:

Sonug 4.2.8 Bir siir-deger probleminin » rank: eslenik sinir-deger probleminin 7' rankiyla
r'=n—-m+r

bagintistyla iligkilidir. m =n durumunda (4.159) formiiliinden »'=7 olur. Bu demektir ki
eger bagimsiz smir kosullar: sayis1 diferansiyel ifadenin mertebesine esitse o takdirde sinur-

deger probleminin ranki eslenik sinir-deger probleminin rankina esgittir.

Sonug¢ 4.2.9 Eger sinir kosullarimin sayist diferansiyel ifadenin mertebesine egitse ve eger
homogen sinir-deger problemi sadece agikdr ¢oziime sahipse o zaman eglenik sinir-deger

problemi de sadece asikér ¢6zlime sahiptir.

Burada sinir kosullar1 araligin u¢ noktalari igin ele alinsa da matematiksel fizikte ve

uygulamalarda bunun yaminda bir [a¢,b] aralifinn »n keyfi noktasinda inceleme

yapilmaktadir.
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5. BiR DIFERANSIYEL OPERATORUN OZDEGERLERI ve 0ZFONKSIYONLARI

5.1 Ozdegerlerin ve Ozfonksiyonlarm Tanmmx
Eger bir L operatdriintin tanmim bolgesinde 6zdes olarak sifir olmayan

Ly=2y 5.1)

esitligini saglayan bir y fonksiyonu varsa bu esitlikteki A sayisma L operatSriiniin bir
Ozdegeri denir. y fonksiyonuna ise L operatdriiniin A Ozdegerine karsilik gelen

ozfonksiyonu denir.

L operatorii /(y) diferansiyel ifadesi ve
um»=0,U,»)=0,..,U,(»)=0 (5.2)

siir kosullariyla genellestirilebilir. Bir y 6zfonksiyonu L operatSriiniin tanim bdlgesine ait
olmak zorunda oldugundan (5.2) kosullarim saglamak zorundadir. Ustelik Ly = I(y) demek
oldugundan buradan (5.1) esitligi

I(y)=4 (5.3)
olur. Ozetle bir L operatoriiniin 6zdegerleri asikar olmayan ¢éziimleri olan

Iy)=4, U,(»=0(v=L12,.,m) (5.4)
homogen sinir-deger probleminin A parametre degerleri olup asikir olmayan ¢6ziimlerin her
biri A ’ya ait bir 6zfonksiyondur (Naimark, 1968).

Aynm1 A Ozdegerine ait Ozfonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu da A’ya ait bir
ozfonksiyondur. Ornegin; eger Ly, =4y, ve Ly, =y, ise o zaman herhangi ¢, ve c,

sabitleri i¢in L(c,y, +¢,y,) = A(c,y, +¢,y,) dir.

Verilen bir A igin (5.3)’deki bir homogen esitligin #’den fazla lineer bagimsiz ¢oziimii
olamayacagindan aym 6zdegere ait biitiin 6zfonksiyonlarin lineer manifoldu sonlu boyutlu bir
uzaydir ve boyutu <7 dir. Bu uzayn boyutu basit olarak verilen A 6zdegeri i¢in (5.4) sir-
deger probleminin lineer bagimsiz ¢dziimlerinin sayisidir; bu say: 6zdegerin katlilif1 olarak

tanimlanir (Sagan, 1989).

Ozdegerlerin bulunmasi igin kosullar belirlenmesi gerekmektedir.
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yl (xa/l)yy2 (x’ﬂ'),'"’yn (x’ﬂ’); (5.5)
(5.3) diferansiyel denkleminin

D=1 77" (Gv=12,..m) (5.6)
yj > 1, ] =y J> 9&igeesy .

baslangi¢ kosullariyla belirlenen bir temel ¢6ziim sistemi olsun. Yani

»@d)=1, y, (@2)=0, y, (a,4)=0,..,9,""(@1)=0
Y,(@)=0, y, (@)=1, y, (@,2)=0,..,7," @A) =0

y3(@,A)=0, y, (@A)=0, y, (@A)=1..,5,""(@,A)=0

..................................................................................................

..................................................................................................

v, (@A)=0, v (@A)=0, y. (@A)=0,...,y." @i)=1

olur. Lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziim teoremlerinden bilindigi gibi [a,b] araligindaki

her bir sabit x degeri i¢in (5.5) fonksiyonlar1 A parametresinin tam fonksiyonlaridir (Ince,
1956). Yani diizlemin her noktasinda sonlu tiirevi olan fonksiyonlardir.

Homogen smir-deger probleminin matris formu hatirlamirsa (5.4) smir-deger probleminin
agikdr olmayan bir ¢ozlimiiniin olmas: i¢in gerek ve yeter sart (4.10) matrisinin » rankinin
n’den az olmasidir ve efer m <n ise o zaman r <n demektir ve bu durumda (5.4) sinir-
deger problemi herhangi A degeri i¢in agikir olmayan bir ¢oziime sahiptir. Dolayisiyla eger
m < n ise herhangi A degeri bir 6zdegerdir. Eger m 2 n ise (4.10) matrisinin rankinin 7 ’den
kiiglik olmast igin gerek ve yeter sart matrisin 7. mertebeden biitiin minérlerinin 0 olmasidir.
Ama bu mindrlerin her biri A’nmin tam fonksiyonlaridir. Burada miimkiin olabilecek

alternatifler soyledir:

1-) (4.10) matrisinin z. mertebeden biitiin mindrleri 0 olarak bulunmugsa bu nedenle yukarida
agiklanan sonugtan dolay1 herhangi A degeri bir 6zdegerdir.

2-) (4.10) matrisinin ». mertebeden en az 1 tane mindrii 0 degilse bu durumda yalniz 0 olan
mindrler igin 6zdegerler olabilir. Daha &zel olarak ». mertebeden minérlerin biri harig

digerleri 0 degilse sadece 0 olan mindr igin bir 6zdeger bulunabilir.

Ozdes olarak sifir olmayan bir tam fonksiyon en fazla sayilabilir sayida sifirdir. Bu sifirlarin
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limit noktas1 sonlu olamaz. Buradan yukaridaki 2. duruma gére L operatoriiniin en fazla

sayilabilir sayida 6zdegeri vardir ve bu 6zdegerlerin sonlu limit noktas1 yoktur.
Boylece agagidaki sonuglar s6z konusudur:

Sonug 5.1.1 Herhangi L diferansiyel operatérii i¢in sadece iki miimkiin durum vardir:
a) Her A sayis1 L i¢in bir 6zdegerdir.

b) Operator en fazla sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir. Yani ya 6zdegeri yoktur, ya sonlu
tane vardir veya sonsuz tanedir. Sonsuz tane halinde numaralanabilirdir(sayilabilirdir) ve limit

noktas: sonlu degildir yani sonsuzdur.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e m = n durumu incelenecektir. Buna gére

0,00 - - Ui(3,)
A(ﬂ,): . cee aes . (57)

U,01) o o U,(3,)

dir. Onceki agiklamalara gére A(A), A’nin bir tam fonksiyonudur ve bu nedenle L
operatdriintin veya Ly =0 smir-deger probleminin karakteristik determinanti olarak

adlandirilir (Naimark, 1968).

Sonug 5.1.2 L operatoriintin 6zdegerleri A(4) =0 olmasi halinde vardir. Eger A(1) =0 ise o
takdirde herhangi A sayis1 L operatoriiniin bir 6zdegeridir. Buna kargin, A(1)s0 ise L
operatérii en fazla sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir ve bu 6zdegerlerin limit noktas: sonlu

degildir. Ozel olarak A(A) fonksiyonu higbir sekilde sifir degilse o zaman I operatoriiniin
Ozdegerleri yoktur.

Sonug 5.1.3 Bir 4 dzdegeri A(4) ’nin katli sifir1 olabilir.

Teorem 5.1.4 Eger 4,, A(A) karakteristik determinantinin v Kkatli bir sifiriysa o takdirde A4,

Ozdegerinin katlilign <v dir.

Ispat: A(4,) determinantina ait matrisin ranki » olsun; o zaman A, 6zdegerinin katlilig1
(n—r)’ye esittir. Ote yandan, determinantlarm iyi bilinen bir kurali geregince A =1, icin
A(A) determinantinin (7 —r —1). mertebe dahil biitlin alt determinantlar sifirdir. 4, v kath

bir sifir oldugundan n—r—~1<v -1 ve buradan n—r <v diir. Eger 6zel olarak v =1 alinirsa
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o zaman n—r <1 ve 6te yandan A(4,)=0 i¢in n—r 2>1dir. Buradan n—r =1 bulunur ve

asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 5.1.5 Eger 4,, A(A) karakteristik determinantinin tek katli bir sifiriysa o zaman L

operatériiniin 4, 6zdegerinin katlili1 da tektir.

5.2 Eslenik Operatérlerin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 Arasindaki iligki*
Teorem 5.2.1 Eger A, L operatoriiniin p katli bir Szdegeri ise o takdirde 1, L' eslenik

operatOriintin ayni p katli bir 6zdegeridir.

Ispat: L operatorii /() diferansiyel ifadesi ve U,(y)=0 (v=12,...,n) sinir kosullarryla
genellestirilirken L' operatorii I”(y) diferansiyel ifadesi ve V,(»)=0 (v=L2,..,n) smr

kosullariyla genellestirilebilir.

L) =I)- 4 (5.8)
yazarsak o zaman

L' =I"()-4y (5.9)
yazilir. Eger A, L operatSriiniin p katli bir 6zdegeri ise o takdirde

L(y)=0, U,(»)=0(v=12,.,n) (5.10)

sir-deger probleminin p tane lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir. Bir 6nceki béliimdeki Sonug

4.2.8 geregince
LI'MN=0,V,(3»)=0 (v=12,.,n) (5.11)

eslenik sinir-deger probleminin de p tane lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir. Bu demektir ki A4,

L’ eslenik operatdriiniin p kath 6zdegeridir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.2.2 L ve L' operatbrlerinin sirastyla A ve g oOzdegerlerine karsihk gelen

ozfonksiyonlari eger A # u ise ortogonaldir.

* Sadece m=n durumu incelenmektedir.
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Ispat: y, L operatoriiniin 1 6zdegerine kars1 gelen bir ozfonksiyonu; z, L’ operatSriiniin u

6zdegerine karg1 gelen bir 6zfonksiyonu olsun. BSylece

veE
L'z=z (5.13)

yazilabilir. Buradan

(Ly,z) = (W,2) = A(,2) (5.14)
ve
1, L'2) = (3, 12) = p(y, 2) (5.15)

dir. (4.146) dikkate alinirsa (5.14)’den (5.15) esitligi ¢ikarilirsa
A-w)(»,2)=0 (5.16)

elde edilir. Eger A ¢; ise bu demektir ki (y,z)=0dir. Bir bagka deyisle y ve z
fonksiyonlar1 ortogonaldir. Bunlar o6zfonksiyonlar olarak ele alindigindan y ve z
6zfonksiyonlarinin ortogonalligi ispatlanmig olur (Naimark, 1968).

5.3 Kendine Es Bir Operatoriin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlari

Teorem 5.3.1 Kendine es bir operat6riin biitiin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: Kendine es bir operatér igin

(Ly,z) = (y,Lz) (5.17)
olup &zel olarak

Ly, y)=(y,Ly) (5.18)

dir. Ayrica

b
‘@2 [y
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»,Ly) =Ly, y) (5.19)
oldugundan
(Ly,y) = (Ly,») (5.20)

geregince ( Ly, y) reeldir.

A, L operatdriintin bir 6zdegeri ve y, A’ya ait bir 6zfonksiyon olsun. Ly = Ay esitligine
gore

Ly, y)=4(»,») (5.21)

olur. (y,y) >0 ve (Ly,y) reel oldugundan

PS5 (5.22)
()

reel olmak zorundadir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.2.2 ve Teorem 5.3.1’in dogal bir sonucu olarak kendine es bir operatoriin farkls
6zdegerlerine ait 6zfonksiyonlar1 ortogonaldir. Ayn1 6zdegere ait 6zfonksiyonlar da ortogonal
segilebilir. Bunu yapmak i¢in aym 6zdegere ait 6zfonksiyonlarin alt uzayinda bir ortogonal
baz se¢ilmelidir. Dolayisiyla kendine es L operatdriiniin 6zfonksiyonlar1 ortogonal alinabilir.

5.4 Ozdeger Problemlerine Ornekler
Ornek 54.1 —y" =24y,  y(0)=y1); YO =y (5.23)

diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii karakteristik denklemden hareketle

-r’-A=0=>rn, =FAi (5.24)
olacagindan
y = Acos \/Ix + Bsin/Ax (5.25)

dir. Smur kogullarin: kullanirsak
3(0) = y(1) = A = Acos+/A + Bsiny/4 (5.26)

ve diger kosul degerlendirilirse
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¥'(0) = y'(1) = BJA = —4+[Asin4 + BVA cos\/A (5.27)
olur. (5.26) ve (5.27) denklem sistemi A igin ¢6ziiliirse 6zdegerler

A, =02nr)’ (n=012,.) (5.28)
olarak bulunur.

n#0 igin A, Ozdegerine karsilik gelen iki lineer bagimsiz cos(2nmx) ve (sin2nzx)

dzfonksiyonu vardir ve buradan hareketle » # 0 i¢in 4, ¢ift kath bir 6zdegerdir.

n =0 i¢in 4, 6zdegerine karsilik sadece bir y =1(sabit say1) 6zfonksiyonu vardir; bu nedenle
A, tek katli bir 6zdegerdir (Sagan, 1989).

Ornek 5.4.2 Bir ucundan sabitlenmis diger ucu serbest biikiilen bir gubuk igin bir problem
olusturalim.

7 &

Sekil 5.1 Bir ucundan sabitlenmis diger ucu serbest biikiilen gubuk

Sekil 5.1°de x=0 ucundan sikica sabitlenmis ve diger ucu x=1[’de serbest bir gubuk
gosterilmigtir. Serbest uca bir P dig kuvveti uygulanirsa ¢ubuk boyunca etki eder. P ’nin
yeterince kiiglik degerleri i¢in gubugun seklinin bozulmadan kalacagi bilinen bir gercektir
ancak 6yle kritik bir B, kuvveti vardir ki P> P, oldugunda gubuk diizgiinltigiinii kaybeder ve

biikiiliir.



41

Sekil 5.2 Denge durumundan diferansiyel sapmis ¢ubuk

Sekil 5.2°de goruldiigti gibi denge durumundan diferansiyel sapmalar ele alinacaktir.
Cubugun biikiilme ekseni y = y(x) oldugundan

Py=-EB" (5.29)

diir. Burada 7 cubuk kesitinin eylemsizlik momenti ve E esneklik modiiliidiir. Esitligin sag
yan1 uygulanan kuvvete gore biikiilme momentini ve sol yan gubuktaki biikiilmenin orijinden
uzakligini ifade etmektedir.

Durumu basitlestirmek i¢in homogen sabit kesitli bir ¢ubukla kendimizi simirlarsak bu

takdirde EI sertligi sabit alinir.

P
A=— 5.30
7 (5.30)
doniigtimiiyle
—-y'=Ay (5.31)

diferansiyel denklemi elde edilir. Sekil 5.2°den agiktir ki y(x) fonksiyonu
»0)=0, y'()=0 (5.32)

kosullarin1 saglar. Boylece (5.31) ve (5.32) esitlikleri vasitasiyla 6zdeger problemi formiile
edilir.

(5.31) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii
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y = Acos~/Ax+ Bsin/Ax (5.33)

seklinde olup (5.32) smur kosullar1 kullanilirsa

$(0)=0=> A=0=> y=BsinvAx (5.34)
ve diger kosuldan
y’(l)=O:>B«/Zcos\/zl=0:>cosﬁl=0:>ﬁl=(n—%)7z:> =2nZl_1
oldugundan
2n-1_Y
A, = 7| (n=1,2,3,...) (5.35)
21
bulunur. Bu 6zdegerlere karsilik 6zfonksiyonlar
»,(6) = Bsin 221 7 (5.36)
2]
dir. Ozdegerlere karsihik kritik P kuvveti
2
P = EI( 2t 7:) (5.37)
21

olur.

Degisken kesitli veya homogen olmayan bir gubuk igin ise denge bigimleri agagida Sekil
5.3’de verilmigtir.

Sekil 5.3 Degigken kesitli gubuktaki diferansiyel sapmalar
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Bu halde EI, x’in bir fonksiyonudur. Eif = p(x) yazilirsa

—-y"=Ppx)y, y0)=0, y'()=0 (5.38)

Ozdeger problemi elde edilir. Genel olarak keyfi bir p(x) fonksiyonu i¢in 6zdegerleri ve
Ozfonksiyonlar1 hesaplamak sadece yaklagik metotlarla miimkiindiir.

Ornek 5.4.3 Bir ucu sabitlenmis ve diger ucu destekli biikiilebilir bir ubugu ele alalim.

2

,,4 L

V4

\ms

XY

Sekil 5.4 Bir ucu sabitlenmis ve diger ucu destekli biikiilebilir gubuk kesiti

Bu halde x =0 ucunda yatay bir A tepkisi vardir. Bu nedenle biikiilme momenti

M = Py—Hx=-Eb" (5.39)
diir. Bu esitligin iki kez tiirevi alinirsa

(ED")' =-Py" (5.40)
elde edilir. y fonksiyonunu bulmamizi saglayacak

y©0=0, »y(0)=0, y@)=0, y(H=0 (5.41)

smur kosullaridir. Bu kosullardan birinci ve {iglinciisii apagiktir; ikinci kosul x = 0’da gubuk
desteklendiginden biikiilme momentinin olmadigin: ifade eder; dérdiinciisli ise x =/ ucunun
sabitlendigini ve bu nedenle tegetin x eksenine paralel oldugunu igermektedir. Boylelikle
(5.40)-(5.41) dzdeger problemi s6z konusudur. EI sabit kabul edilirse
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yazilabilir ve de basitlik agisindan / =1 alinirsa (5.40) denklemi
Y ==k?y" (5.43)
seklinde yazilabilir. £ # 0 igin genel ¢6ziime karakteristik denklemden ulagilacagindan

P +rkr =0 (P +£%) =0

dan

rh,=0, r,=Fki (5.44)
vasitasiyla

y=A+ Bx+ Ccoskx+ Dsinkx (5.45)

bulunur. (5.41)’den simr kogullar: degerlendirilirse

3(0)=0=> A+C=0 (5.46)
y"(0)=0=>-Ck*=0=>C=0 (5.47)

ve (5.47), (5.46) da yerine yazilirsa
A=0 (5.48)
bulunur. Buradan genel ¢dziim

y=Bx+Dsinkx (5.49)

yapisindadir. Yine simnir kosullarindan

y(l):O:>B+Dsink=O:>sink=—% (5.50)
ve

, B
y(l)=0:>B+chosk=0::>cosk=—b—k— (5.51)

olur. (5.50) ile (5.51) taraf tarafa oranlanirsa
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tank = k (5.52)

esitliginden bulunacak kokler 6zdegerler olur. Bunlar ise Sekil 5.5°deki y =tank ve y=k
grafiklerinin kesim noktalarimn apsisleridir.

& A j
/

/, ‘
4IVaR

\%
. gy
4

3««
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Sekil 5.5 y=tank ve y=k grafikleri

Ozdegerler boylece kolaylikla bulunur ve buna bagli zfonksiyonlar

B =-Dsink =—-Dkcosk (5.53)
igin

D=1= B=-sink (5.54)
dan yararlanarak

y=sinkx—xsink (5.55)
olur.

k =0 igin diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii karakteristik denklem 7* = 0 oldugu igin

Fiosa =0 (5.56)
kokleri yardimiyla
y=A+Bx+Cx* +Dx’ (5.57)

yapisindadir. Sinir kosullar1 dikkate alinirsa bu denklem ancak

A=B=C=D=0 (5.58)
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oldugunda saglanir. £ = 0 olmasinin sonucu olarak problemin bir 6zdegeri yoktur.
Ornek 5.4.4 4. mertebeden
y''==ky"s (0 =y"(0)=y()=y'1)=0 (5.59)

diferansiyel denkleminin £ =0 igin (5.57) ile verilen genel ¢6ziimii sinir kogullarmi sadece
A=B=C=D=0 ise saglar. Eger k # 0 ise diferansiyel denklemin (5.45) ile verilen genel
¢oziimil sir kogullarmi yine sadece 4=B=C=D=0 ise saglar. Bunlarin sonucu bu

problemin 6zdegeri yoktur (Sagan, 1989).
Ornek 5.4.5 4. mertebeden
y'==ky"; y(0)=y'(0)=y"(0)=y1H)=0 (5.60)

diferansiyel denkleminde k£ =0 igin dzdeger yoktur. Eger & # 0 ise (5.45) genel ¢oziimiinii

ve siir kosullarimi kullanarak
sink =k (5.61)

elde edilir. Bu denklemin sifirdan baska reel kékleri yoktur. Bu nedenle problemin sadece reel
olmayan 6zdegerleri vardir (Sagan, 1989).

Ornek 5.4.6 Gerilmis (gergin) bir telin dogal titresimleri diistinelim.

Serbest, enlemesine titregen bir tel denklemi formu

o’u  , 0%
—=q"— 5.62
or? “ ox? (562)

seklindedir. Buradaki u =u(x,¢) telin noktasinin x ekseninden ¢ zamanina gbre olan yer

degistirmesi ve a bir sabittir. (5.62) denkleminin

u =u(x,t) = y(x)sin(awt + @) (5.63)
seklindeki ¢6ziimii telin dogal titresimlerini belirtmektedir. (5.63), (5.62)’de yerine yazilirsa

Y +@’y=0 (5.64)

diferansiyel denklemini saglamasi gerektigi goriiltir (Sagan, 1989).
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Sekil 5.6 Gergin bir telin u¢ noktalarindaki durumu

Eger telin boyunu 1 olarak alirsak, telin u¢ noktalarindaki sinir kosullart Sekil 5.6’ya goére
0 =y(1)=0 (5.65)
olarak yazilabilir. Béylece (5.64)-(5.65) bir 6zdeger problemi belirtir.

Genel ¢oziim, karakteristik denklem 7> + w* = 0 oldugundan

h, =toi (5.66)
g6z Oniine alinarak

y = Acosax + Bsin ox (5.67)

olarak bulunur. (5.65) kosullarindan

y(0)=0=> A4=0= y=Bsinax (5.68)

y(D)=0=>Bsinw=0=>sino=0=>w=nr (n=1,23,..) (5.69)
bulunarak 6zdegerler

o’ =m0z (n=123,..) (5.70)
olup 6zdegerlere karsilik 6zfonksiyonlar

y,(x)=B, sinnmx (5.71)

olarak ifade edilir.
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6. BIR LINEER DIFERANSIYEL OPERATORUN GREEN FONKSIiYONU

6.1 Ters Operatiriin Genel Tanimi
Eger B operatdriiniin D, tamim kilmesi 4 operatdriiniin R, deger kiimesiyle ayn1 ve ayrica

tim x € D, i¢in
B(4x)=x (6.1)

bagintis1 saglaniyorsa bdyle bir B operatorii bir 4 operatdriiniin tersi olarak adlandirlir.

A’nun ters operatdrii 47 ile gdsterilir. Buradan tiim x € D, igin
A (Ax)=x (6.2)
olacagy agiktir (Naimark, 1968).

Teorem 6.1.1 Eger 4 operatériiniin bir 4™ ters operatérii varsa o takdirde 4 operatorii 4™

operatoriiniin tersidir. Bir baska deyisle

AH'=4 (6.3)
dur.

Ispat: (6.2)’ye gore A™' operatdriinin R 4+ deger kiimesi A4 operatoriiniin D, tanim
kiimesiyle aymdir. Ayrica, (6.2) esitliginin her iki yanina A4 operatériinii uygular ve y = Ax
yazarsak timy e R, =D , i¢gin

A4y =y (6.4)
elde edilir ve bu kesin olarak 4°nin 4" ’in tersi oldugunu gosterir.

Teorem 6.1.2 A operatdriiniin bir tersi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Ax =0 6.5)
esitliginin yalmzca x = 0 agikir ¢6ziimiiniin olmasidir.

Ispat: Varsayalim ki 4 operatSriiniin bir A7 ters operatdrii olsun. Eger 4™ operatriinii
(6.5)’in her iki yanina uygularsak x =0 elde edilir. Buradan (6.5)’in gerekli oldugu sonucu
cikar.
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Diger taraftan (6.5) esitliginin dogru oldugu varsayilirsa o zaman tiim y € R, i¢in
Ax=y (6.6)

esitligini saglayan tek bir x € D, ¢6ziimii vardir; ¢linkii bdyle y’lerin her biri i¢in R, deger
kiimesi tanimindan dolay1 en az bir ¢6zlim vardir ve ¢6ziimiin tekliginden eger Ax'=y de
dogruysa o zaman A(x—x')=0 olmalidir. Hipotezden bu sadece x— x'=0 ise miimkiindiir
yani bir bagka deyisle x=x' diir. Her bir y € R, igin (6.6) esitliginden x ¢6ziimii tespit

edilir. Onceki bilgilerimizden bu iligki bir lineer operatérdiir ve tistelik 4 *nin tersidir.

6.2 Bir Diferansiyel Operatoriin Tersi Problemi

L;
dn dn—l
10)=Po @)+ D) ot By ()Y 6.7)
diferansiyel ifadesi ve
U,»)=0 (v=12,..,n) (6.8)

smir kogullartyla genellestirilmis bir diferansiyel operatdr olsun.

Varsayalim ki Ly =0 homogen sinir-deger probleminin yalmz y =0 asikdr ¢6ziimii bir
bagka deyisle /(y) =0 denkleminin bir y,,y,,...,y, keyfi ¢6ziim takimi igin

U,() Ui(3,) o U(0)
U,(v) U,(»y) o oo Uy (0,)
(6.9)
_Un(yl) Un(yZ) cee oo Un(yn)_
matrisinin rank1 7z olsun. Bu yiizden
detflU,(y, )| #0 (i j=1.2,0.,7) (6.10)

dir. Teorem 6.1.2°ye gére L operatriiniin bir L™ ters operatorii vardir ve L operatdriiniin
deger kiimesi L™ operatoriiniin tamim kiimesiyle aymdir. L™ igin acik bir ifade bulma isiyle
ugrasilir. Gérecegimiz gibi, L™ in stirekli bir gekirdekte bir integral operator oldugu anlagilir;
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cekirdek L operatdriiniin Green fonksiyonu olarak tanimlamr. Asagida Green fonksiyonunun
acik bir ifadesi verilmektedir.

6.3 Green Fonksiyonunun Yapisi
Bir L operatorii i¢in Green fonksiyonu deyince agagidaki kosullart saglayan bir G(x,&)
fonksiyonu anlagiimalidir.

1-) G(x,¢) siirekli fonksiyondur ve [a,b] araligindaki biitiin x ve £ degerleri i¢in x e gore
(n-2). mertebe dahil stirekli tiirevlidir.

2-) G(x,¢) fonksiyonu (a,b) araligindaki sabit tutulmug her & degeri igin x ’e gére [a,&) ve
(&,b] yan agik araliklarinda (n—1). ve n. tiirevi siirekli olan fonksiyondur; (r-—1). tiirev

x=¢£de sigrama slireksizligine sahiptir yani
Po
O G +0,5)- LG -05=— (611)
ox™! e T p©
dir.

3-) G(x,&), [a,&) ve (&,b] araliklarinin her birinde x ’in

(G)=0 (6.12)
denklemini ve

U,(G)=0 (v=12,..n) (6.13)
siir kosullarin: saglayan bir fonksiyonu olarak g6z 6niine alinir (Stakgold, 1979).

Teorem 6.3.1 Eger Ly =0 sir-deger problemi sadece agikir ¢6ziime sahipse o takdirde L

operatdriiniin sadece ve sadece bir Green fonksiyonu vardir.

Ispat: Ly =0 n.mertebeden lineer homogen diferansiyel denkleminin # tane lineer bagimsiz
¢oziimii vardir. Bu tiir ¢oziimlerin herhangi takimi y,(x),y,(x),...,y,(x) olsun. Ly =0

denklemi i¢in genel ¢6ziim

y=ey () +ey,®)+..+e,y,(x) (6.14)
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dir. Burada c,c,,...,c, keyfi sabitlerdir. y fonksiyonunun Ly =0 denkleminin ¢dziimii

olmasi i¢in (6.8)’i de saglamas1 gerekir. Buna gore

U(y)=0=U(ey, +¢,, +...+¢,y,) =0 dan

cU () +c,U () +...+c,U(3,)=0 (6.15)

U,(»)=0=>U,(cy, +¢,p, +...+¢,y,) =0 dan

aqU,(y)+c,U,(y,)+...+¢c,U,(»,)=0 (6.16)

ve bu sekilde devam edilerek

UO)=0=>U,(cy, +¢,y, +...+¢,y,)=0 dan

clUn(y1)+CZUn(y2)+"'+cnUn(yn)=0 (6.17)

yazilabilir. Béylece (6.15), (6.16) ve (6.17) beraberce degerlendirilirse

qU, () +aU,(3,)+...+c,U(,)=0 )
qU,(y)+c,U,(y,) +...+c,U,(y,)=0
................................................. > (6.18)
clUn(y1)+CZUn(y2)+"'+cnUn(yn)=0 J
sistemi elde edilir. Bu sistemin sadece ¢, =¢, =...=¢, =0 ¢bziimiiniin olmasi i¢in
U(y) UG, U (,)
U,(y,) U,(y,) Uu,»y,)
#0 (6.19)
Un(yl) Un(yZ) Un(yn)

gerek ve yeter kosuldur. Béylece Ly =0, U,(y)=U,(y)=..=U,(y) =0 homogen sinir-

deger problemi varsayima gore sadece y =0 ¢6ziimiine sahip oldugundan dolay1 (6.19) ile

verilen sart1 gergeklestirmelidir.

G(x,¢&) fonksiyonu x < £ iken Ly = 0 denkleminin ¢éziimii oldugundan

G(x,&)=ay,(x)+a,y,(X)+..+a,y,(x) (a<x<§) (6.20)
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olarak yazlabilir. Benzer sekilde G(x,&) fonksiyonu x> & iken de Ly =0 denkleminin

¢6ziimii oldugundan

G(x,&) = by, (x) + by, (%) +...+b,p,(x) (£ <x<Db)

olacaktr.

G(x,£) fonksiyonunun siirekliliginden x = & igin

G(S.6)=ay(§) +a,3,(E) +..+4,y,(O) =5y, (D) +b,y,(§) +...+b,¥,(£)
veya

[631(8) +b,,() +...+ 5,9, (O]~ [a,y,(§) + 4,9, (E) +... 4+ a,y,(§)] =0

yazilabilir.

G(x,&) fonksiyonunun x = & igin ilk (n—2) tiirevi olugturulmalidir.

S0 by, @ +b1y, @+t ,3, @
ve 6.21)’e gore
B0 oy @+, @+ 0, @

olacaktir. (6.24)’den (6.25) ¢ikarilirsa

65 ©+b.3, O 4455, @) |40 @+ e, O+ 40, O] 20

bulunur. Bu diistinceyle tlirev islemleri siirdiiriiliirse (6.23) ile beraber

6.5, (&) +...+ 5,5, O]- a3, (O +...+ a,,&)]=0 ~
05 @483, @ |- @+ 4,0, @] =0

.....................................................................

B2 @+ 45,3, 2 @) la " @)+t 0,3, P @)]=0

sistemi olusur. Ayrica (6.11) kosulu dikkate alinirsa

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)
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1

by @+ 5,3, @)l @+ 40,3, @)= &

ve béylece (6.27) sistemi ile beraber (6.28) birlegtirilirse
[6,3,(&)+...+b,y, O]~ a3 (&) +...+ a,y,(&)] =0
(63, @ 40,3, @ || @ @+ v 0y @ |0

.....................................................................

.....................................................................

b2 @ +... 48,9, 2@~ ey, " 2@ + .+ 2,3, 2 ©)]=0
_ 1

b2 @ + .t 5,9, o3 @)+t 0,9, ()] — 5

sistemi elde edilir. Bu sistemde
d,=b,—a, (v=12,.,n)

yazilirsa d, ler i¢in

dy,(§)+..+d,y,(5)=0 )

dyy, (&) +..+d,y, (=0

..................................

dy,"? (&) +..+d,," P () =0

1
& )

dy (@ +.+d,y, () =

(6.28)

> (6.29)
J

(6.30)

(6.31)

denklem sistem elde edilir. Bu, x=¢ i¢in y,,,,...,y, temel ¢dziim sisteminin Wronskiyen

determinantidir ve bu nedenle sifir degildir. Buna gore sistemin her zaman bir ¢6ziimii vardir

ve d, fonksiyonlar (6.31) sistemi vasitasiyla tek tiirlii bulunur.

a, ve b, fonksiyonlari bulmak i¢in siur kosullarim kullaniniz. U, (y) formunu

Uum=U0,0)+U,»)

olarak yazanz. Buradaki U, (3); ¥, ¥, res ¥, "

(6.32)

leri igeren biitlin toplamlar ve
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U, (D) Vs Vhserns ¥, leri igeren biitiin toplamlardir.
G(x,&) fonksiyonu x ’e gére (6.13) kosulunu sagladigindan
U,(@=U,, (a,y, +...+a,y,)+U, by, +..+b,y,)=0 (6.33)

olur. Diizenlenirse

U,(G) = U, () + -+ 8,0,y (5,) + BU s () + 4 B,U 1 (,) = 0 (6:34)

olur. a, katsayilar1 yerine (6.30)’dan hareketle

aV = bV - dV (6’35)
yerlestirilerek
bU, )+ +b,U,(y,)+ (b —d)U,, () + ...+ (b, —d,)U,,(y,) =0 (6.36)

ve agik yazilirsa

BlU )+ Uy )]+ 5, U, )+ U, )] = 4 U, () +..+4,U,, (3,) (6:37)
olup (6.32) vasitasiyla
bU,(y)+..+b0,U,(y,)=d U, () +..+d,U,(»,) (6.38)

elde edilir. v=12,..,n konularak (6.38)’den b,,b,,...,b, bilinmeyenleri i¢in bir denklem
sistemi olugur ve (6.10)’dan determinant: sifir degildir. Bunun sonucu olarak (6.38)’in tek
tiirlii bir b,,b,,...,b, ¢oziimii vardir. Béylelikle a, fonksiyonlar da (6.35)’e gore tek tiirlii

belirlenir. Bu sekilde Green fonksiyonunun varligi ve tekligi kamtlanmis olur.

6.4 Green Fonksiyonu Yardimiyla Bir Diferansiyel Operatoriin Tersi

Varsayalim ki Ly =0 denkleminin yalmzca y =0 agikir ¢6ziimii olsun, buna gore 6nceki

bilgilerimizden L™ tersi ve Green fonksiyonu vardir. Eger L™ f = y ise o takdirde
Iy=f (6.39)
yani bir bagka deyisle y,

I»=r (6.40)
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denkleminin bir ¢Sziimiidiir ve de
U)=0 (v=12,.,n) (6.41)

smur kosullarini saglar.

[a,b] araliginda herhangi siirekli f(x) fonksiyonu igin bu ¢dziimiin gegerli oldugu ve Green
fonksiyonu yardimiyla bulunabilecegi gosterilecektir. Daha dogrusu asagidaki teoremin
gegerli oldugu gosterilmelidir.

Teorem 6.4.1 Eger Ly =0 denkleminin sadece agikdr ¢Oztimii varsa o takdirde [a,b]
aralifindaki herhangi stirekli f(x) fonksiyonu igin Ly = f denkleminin bir ¢6zlimii vardir ve

bu ¢ozlim; G(x,£&), L operatoriintin Green fonksiyonu olmak {izere

y(®) = [G(x,&)f (&)d¢ (6.42)

formiilityle ifade edilir.

Ispat: y(x), (6.42) formiiliyle tanimlanan fonksiyon olsun. y(x)’in (6.40) ve (6.41)
kosullarin1 sagladigi gosterilmelidir. Bunlar gosterilebilirse y(x), Ly = f denkleminin bir

¢Oziimii olur.

G(x,&) fonksiyonu x’e gbre (n—2). mertebe dahil siirekli tiirevlidir. Bu nedenle (6.42)’yi
integral igareti altinda x ’e gore (n—2) kez tiiretebiliriz. Yani

0" G(x $)

IIOE j f@dE v=12,.,n-2) (6:43)

dir. Béylece y(x) fonksiyonu ve (n—2). mertebe dahil y® (x) tiirevleri [a,b] arahginda
stireklidir.

n—1
Ote yandan Z — (1)
e

fonksiyonu x = &’de bir stireksizlik igerir. Bunun igin y ve y™

tiirevlerini direkt integral isareti altinda tiirev hesabiyla bulamayiz. Bu sebeple (6.43) formiilii

v=n-2 igin

AR [0 fepag + [P (7068 g (6.44)
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seklinde yazilir. (a,x) ve (x,b) araliklarmin her birinde integrand ve x’e gore tiirevi

stireklidir, bu nedenle integral igareti altinda x ’e gore (6.44)’tin sol tarafimin tiirevi

SN asicic 1) 0" G(x,¢) "'G(x,8) _
(x) = j o f(f)d§+[ e L_of( x)+ j et [(©)ds
_[%g’ﬁ}g:xw £(x) | (6.45)

n-2

seklinde yazilabilir. %T-zG_’ x = ¢ *de stirekli oldugundan integrali alinmig iki terim sadelesir
x

ve (6.45) ifadesi
n-1 b An-1
) = j T rgrag+ [ pya (6.46)

olarak ya da bir bagka bigimde

20" G(x, &)

(n—l) () '[ —

f(&)de (6.47)

olarak yazilir. (6.46) formiilii tekrar tiiretilirse

) = Ia CCd) rierag s {%} oy Ia"ca;(f ) (eyie -
E=x-0

X

_[M} £ 6.48)
ax” E=x+0

bulunur. Green fonksiyonunun tanimindaki (6.11)’den

orens]  [oeme] | 1 6.49)
o £z ox™! gexso Po(%) .
dir. Béylece (6.48) formiilii
¥ (x) = j TR p(g)ag+—— 1) (6:50)

o()

biciminde yazilabilir.
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y(x) fonksiyonunun kendisi ve tiirevleri igin elimizdeki (6.42), (6.47) ve (6.50) ifadeleri

I(y) ’nin (6.7) ifadesinde yerlerine yazilirsa

20" G(x,£)

10)= () [2 2 a"G(" 2) rraz + £+ py () o

f@dE+...+ p,(x) [G(x£).
Sf(6Hdg (6.51)
ve diizenlenirse

1) = j[po(x) TIRD 1 ) T 2 ko, (96, 5)}/(5)d§+f(x) (6.52)

olur. Bu esitlikteki koseli parantez igindeki ifadeye dikkat edilirse

1) = [IG) f(©dE + f() (6.53)

bulunur. Bu formiildeki integral sifira egittir. Ciink{i Green fonksiyonu ile ilgili (6.12)’den
yararlanilirsa G(x,&) fonksiyonu [a,&) ve (&,b] araliklarmnin her birinde /(G)=0

denklemini saglayan x’in bir fonksiyonudur. Béylece (6.40)’1n dogrulugu gosterilmis olur.

Sinir  kogullarmin ~ dogrulugunu  gostermek i¢in  U,(y) formlann olusturulmalidir.
U,(y)formlar1 y(x) fonksiyonunun ve (n—1). mertebeye kadar (n—1). mertebe dahil

tiirevlerinin x = a ve x = b smur noktalarindaki degerlerini icerdiginden
U, =U, [G(x81(©dé = [U,[Gx¢lf(&de (6.54)

olarak yazlabilir. Burada (6.13)’den yararlanilirsa U,(G)=0 oldugu goriilir. O halde
U,(»)=0 (v =12,...,n) olacagindan y(x) fonksiyonunun (6.41) sinir kosullarim da sagladig:

gosterilmis ve bdylece teorem ispatlanmig olur (Weidmann, 1980).

Stirekli biitiin f(x) fonksiyonlar: igin

Af (%) = [k(x,E)f(£)dE (6.55)

esitligiyle tamimlanan bir 4 operatSriine k(x,&) ¢ekirdeginde bir integral operatdr denir.
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Teorem 6.4.1’den, L™ operatoriiniin G(x,&) ¢ekirdeginde bir integral operator oldugu
anlagilmaktadir.

6.5 Eslenik Operator i¢in Green Fonksiyonu
Eger L tersi olan bir operatérse Sonug 4.2.9°dan L* eslenik operatdriintin de tersi vardir.
Bunun sonucu L° operatSriiniin benzer sekilde bir Green fonksiyonu vardir ki biz bunu

H(x,&) ile gosterecegiz.

L operatériinin G(x,£) ve L' operatdriinin H(x,&) Green fonksiyonlari arasindaki

bagintry1 bulalim.

L'f=¢ (6.56)
ve

L'g=y (6.57)

alinirsa o zaman (6.56)’ya L operatSriinii uygulayarak

f=Lop (6.58)
ve (6.57)’ye L operatdriinii uygulayarak

g=Ly (6.59)

olur. (4.146)’dan yararlanarak

(0, L'y) = (Lo,y) (6.60)
esitligi
L'f.8)=(f.L"g) (6.61)

formunda yazilabilir. Buradan herhangi stirekli f(x) ve g(x) fonksiyonlar i¢in

bb - b b
[[eo 1 ©eaxds = [[F(©HE xg(x)dxds (6.62)

dir. Bu esitlik bize
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G(x,8) =H(S,x) (6.63)

oldugunu gosterir. Bu sekilde iligkilendirilen G ve H g¢ekirdekleri birbirinin eslenigi olarak
tanimlanir. Yani birbirinin eslenigi iki diferansiyel operatdriin Green fonksiyonlar: eslenik
¢ekirdektirler (Naimark, 1968).

Ozel olarak, eger L operatorii kendine es ise bu takdirde L' = L oldugundan

H(x,¢) = G(x,%) (6.64)
dir. Bu duruma gére (6.63) ile verilen esitlik i¢in

G(x,£) = G(&,%) (6.65)
olur. (6.65) kosulunu saglayan bir gekirdege hermityen denir (Naimark, 1968).

Sonu¢ 6.5.1 Kendine es bir diferansiyel operatoriin Green fonksiyonu hermityen bir

cekirdektir.

6.6 Bir Parametre i¢eren Simr-Deger Problemleri ve Integral Denkleme Indirgenmeleri

Cogu kez uygulamalarda
)=+ fx (6.66)
U)=0 (v=12,.,n) (6.67)

bigimindeki smir-deger problemleri incelenmektedir. Burada A, bilinen bir parametreyi ve
f(x),x’in yine bilinen siirekli bir fonksiyonunun gosterir. L operatdriinti kullanarak (6.66)
ile ifade edilen [(y) diferansiyel ifadesini ve (6.67) ile belirtilen siur kogullarim

genellestirirsek bu sinir-deger problemini

Ly=2y+f (6.68)
formunda ifade edebiliriz. f =0 6zel halinde (6.68) esitligi

Ly =2y (6.69)
bigimini alir ve buradan homogen simr-deger problemi

IM=4y; U,()=0 (v=12..n) (6.70)
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olarak yazlabilir. (6.69) denkleminin veya (6.70) simir-deger probleminin agikér olmayan bir
¢6ziimii icin A degerleri L operatoriiniin 6zdegerleridir ve agikar olmayan her bir ¢6zlim bir
6zfonksiyona aittir.

Varsayalim ki L ’nin bir L™ tersi var olsun; G(x,&), Green fonksiyonunu temsil etsin. (6.68)

denkleminin her iki yanina L™ operatorii uygulanirsa

g=L"f (6.71)
olmak tizere
y=ALlly+g (6.72)

elde edilir. (6.72) denklemi
y() = 4 [G(x,E)y(E)dé + g(x) (6.73)

anlamina gelmektedir. Dolayisiyla eger U, (y) =0 (v =12,..,n) smir kosullarma bagh I(y)
diferansiyel ifadesinin G(x,&) Green fonksiyonu varsa o takdirde (6.66)-(6.67) smir-deger
problemi (6.73) integral denklemine denktir. (6.73)’de gegen g(x) ise

g(®) = [G(x.&)f(£)dE (6.74)

dir.

Ozel olarak, (6.70) homogen simr-deger problemi
b
y(x) = 4 [G(x, &) y(&)dé (6.75)

homogen integral denklemine denktir (Aksoy, 1998).

G(x,&) stirekli bir gekirdek oldugundan integral denkleme ait Fredholm teorisi uygulanabilir.
Buna gére (6.75) homogen integral denkleminin 4,4, ,...seklinde sayilabilir sayida 6zdegeri

vardir ve yigilma noktas1 sonlu degildir. L ’nin 6zdegeri olmayan her bir 4 sayis1 i¢in sag

tarafinda keyfi siirekli bir f(x) fonksiyonu igeren (6.73) homogen olmayan denklemin

¢Oziimii
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y(x) =4 [T(x,&,A)g()dE (6.76)

formiiliiyle ifade edilir (Aksoy, 1998). Burada I'(x,&,A4), G(x,£) g¢ekirdeginin resolventini
gostermektedir ve [a,b] araliginda keyfi sabit x ve & degerleri i¢in A min meromorf yani iki
tam fonksiyonun oram geklinde yazilabilen bir fonksiyonudur. Sadece homogen integral
denklemin 6zdegerlerinde kutbu olabilir. Integral denklemleri smir-deger problemlerine bagl
olarak ele alirsak asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonu¢ 6.6.1 Eger /(y) =0 diferansiyel denkleminin U, (y) =0 (v =12,...,n) smir kosullar:
altinda sadece agikar ¢6zlimii varsa o takdirde

a) I(y)=4; U,(»)=0 (v=12,.,n) homogen smr-deger problemi en fazla sayilabilir
sayida A,,4,,... seklinde 6zdegerlere sahiptir ve bunlarm y131lma noktas: sonlu degildir.
b) Iy)=4+f; U,(»)=0 (v=12,.,n) homogen olmayan simr-deger probleminin

bzdeger olmayan tiim A degerleri i¢in homogen probleme ve herhangi sfirekli f(x)

fonksiyonuna bagli bir ¢oziimii vardir.

6.7 L—AI " Operatorii i¢in Green Fonksiyonu
Onceden oldugu gibi L, I(y) diferansiyel ifadesini ve U,(y)=0 (v =12,...,n) kosullarim
genelleyen bir operatér olsun. L — Al operatdriiniin Green fonksiyonu igin bir ifade bulmak

bir bagka deyisle L — Al operatoriiniin tersini olugturmak istenmektedir.
¥, =y,(x4) (v=12,.,n) 6.77)

ile /(y) = Ay denkleminin

e 0,j#v
¥ (a, )= {1 . (6.78)
sJ =V
baglangi¢ kosullarini saglayan bir ¢oziim sistemini gosterelim.
In-dy=r (6.79)

* 1, 6zdeger degildir.
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denkleminin parametrelerine degisik metotlar uygulayarak

YD =3C, 7,0+ If(ﬁ)(Zyv( )’;’,((g]dé (6:80)
ve de
59= 365,09 If(?)(zyy W((Sf)’) ¢ (681)

n” ”

clde edilir. (6.80) ve (6.81)deki C, ,.nC,,C, ».C, sabitler ve W; ¥y,

n

fonksiyonlarmin
y oyt yn("“l)
0Py yn(”—z)

W= . Y (6.82)
Vi Yy o e e Y,

Wronskiyen determinantidir (Ince, 1956). W,,W,..,W, ise W ’nin birinci satirindaki
elemanlarin kofaktorleridir. (6.80) ve (6.81) toplanarak 2 ile boliintirse

Y =3Cy, )+ jg(x, )1 (©)dé (6.83)

v=l

elde edilir. Burada da C,,...,C, sabitler ve

»,(x) @ ey,
| 7@ 22 . 2,0

g( §) + 2W(§) - - T ees - (6-84)
PG S (3 RN ()

fonksiyonu eger x > & ise pozitif ve eger x <& ise negatif isaretlidir. (6.83) ile verilen y
fonksiyonunun U, (y) =0 (v =12,...,n) smir kosullarim1 saglamas: gerektiginden bir bagka
deyisle I()=Ay+f, U,(»)=0 (v=12,.,n) smr-deger probleminin bir ¢oziimil

olacagmdan bu
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S CU,G,)+ [fEU, (@) =0 6.85)

j=1

olmasim gerektirir. C, i¢in (6.85) denklemleri g¢oziilerek (6.83)’de yerine yazilirsa

J

b
y(®) = [G(x.£, 1) f(&)de (6.86)
elde edilir. G(x,&,A4) ise

G@;@:Z%H@@@ , (6.87)

dir. Bu formiildeki A(A4),

GO0 U)o u,)
U0 Uy(3,) e U,(»,)

. AAD)y=| . . ! (6.88)
U,n) U,(3) « . U,(,)

ve H (x,&,4),

n&x & .oy gd)

Ui(n) Uy - - U,(v,) Ul(g) _
H(x,&,2) = U,n) U,(y) o . U,(y,) U,(g) (6.89)

U,0n) U,(n) e o U,»v,) U,(g)

dir. Eger A, L operatoriiniin bir 6zdegeri degilse o takdirde A(1)# 0 dir ve (6.86) ile (6.87)
formiilleri anlamlidur. (6.86) formiili G(x,£,4) ’mn L — Al operatdriiniin Green fonksiyonu
oldugunu gostermektedir. Yani L — Al operatoriiniin Green fonksiyonu (6.84), (6.87), (6.88)
ve (6.89) ile bulunur.

Teorem 6.7.1 X bir lineer uzay ve L:D(L) > X (D(L) c X) bir lineer operatdr olsun. Bir
A€ K sayisi igin L—AI operatdriiniin (L—AI)™ tersinin var olmasi igin gerek ve yeter

kosul, A sayisinin L ’nin dzdegeri olmamasidir.
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Ispat:

a) Yeterlilik: A sayisimn L operatdriiniin Szdegeri olmadigim varsayip (L—AI)™’in
oldugunu gosterelim.

Bir y € R(L—Al) i¢in

(L-ADx =y (6.90)
(L~ ADx, =y (6.91)
olsun. Buradan (6.90) dan (6.91) ¢ikarilirsa

(L - AD(x, —%,) =0=> L(x, —%,) = A(x, —x,) 6.92)
bulunur. A, L operatoriiniin 6zdegeri olmadigindan x, —x, =0 ya da x, =x, elde edilir.
Sonug olarak (L —AI)™" operat6rii vardir.

b) Gereklilik: (L —AI) operatdriiniin (L —AI)™ tersinin var oldugunu kabul edelim. O halde

(L-ADx=0 (6.93)

denkleminin bir tek x =0 ¢6ziimii vardir. Bir bagka deyisle Lx = Ax olacak sekilde bir tek

x =0 elemam vardir. Dolayisiyla 4, L operat6riiniin 6zdegeri degildir.

Boylece ispat tamamlanmais olur.

6.8 L—AI Operatiriiniin Green Fonksiyonunun Analitik Yapisi
A(A) ve H(x,&,A) fonksiyonlar: (6.88) ve (6.89)’dan anlasilacag: tizere A parametresinin

tam fonksiyonlaridir. Bu nedenle (6.87)ye gore (L—Al) operatdriiniin G(x,&£,4) Green

fonksiyonu A parametresinin meromorf bir fonksiyonudur ve kutuplar1 sadece operatdriin

ozdegerleri olabilir (Naimark, 1968).

Ay» A(A) fonksiyonunun tek kath bir sifir1 olsun. O zaman 4,, G(x,£,4) fonksiyonunun da
sadece tek katli bir kutbu olabilir. Yani

G(x,&,4) = i—(icif—)- +G,(x,¢,4) (6.94)

dir. Burada G, (x,&,4), 4, noktasimn bir civarinda regiilerdir.
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Eger 4,, G(x,&,A) fonksiyonunun singiiler bir noktas1 degilse R(x,&) = 0 olmalidir. Rezidii
teorisinin bilinen formiiliine gére

H(x,$,4)

A (6.95)

R(x,8)=(-1"

dir. H(x,&,4) determinantimin 1. satir elemanlarina gore agilimmdaki g(x,£) *nin katsayisi
A(4,) =0 dir. Boylece R(x,&) fonksiyonu ve x’e gore ilk » tiirevi a <x, & <b karesinde
stireklidir. Sonug olarak (6.89)’dan R(x,&)’nin y,(x),...,y,(x) fonksiyonlarmin bir lineer

kombinasyonu oldugu goriiliir. Buradan belirli bir & degeri igin R(x, &),
L(R)-2,(R)=0 (6.96)

denklemini saglar. (6.89)’dan H(x,&,4) ve R(x,£) nin siir kogullarim da sagladigs sonucu
¢ikarilir. Ustelik her sabit tutulmus & degeri igin R(x,&), L operatdriiniin A, 6zdegerine ait
bir 6zfonksiyondur. Ciinkii, 4,, A(A) fonksiyonunun tek kathh bir sifiridir ve buna bagh

sadece bir y,(x) ozfonksiyonu vardir ve bunun x’den bagimsiz bir sabit ¢arpan kesimiyle

ifadesi

R(x,&) = a(£)y, (%) (6.97)
dir.

G (x.64) =G x,4) (6.98)

yazilirsa o zaman G"(x,£,4), L — Al operatoriiniin -/(y) ifadesinin katsayilarmn [” igin

gerektigi kadar tiiretilmesi sartiyla- Green fonksiyonudur.

(6.94)’den ¢ikartilacak diger bir sonug

G (x,&,0) = 1%(5’/11) +G.(&,x,4) (6.99)

dir. Boylece sabit tutulmus bir & degeri i¢in R(&,x), L' operatdriiniin l_o Ozdegerine ait bir

dzfonksiyondur. Eger bu fonksiyonlarin birini z,(x) ile gosterirsek o zaman

R(5,%) = b(5)z, (%) (6.100)



66

den
R(x,8) =b(x)z, (&) (6.101)

dir. Bu esitlik (6.97) ile kargilagtirilarak

R(x,&) = ¢y, (1)z, (&) (6.102)

bulunur. ¢ sabitini bulmak gerekir. (6.94) ve (6.102)’den
(2= 20) [GOr £, 2035 (£)AE =cpo (%) [35 ()2, (EME +(A 1) [Gy (%,6, )7, (H)dE  (6.103)

yazilabilir. Son terimdeki integrand A, noktasimn bir civarinda A parametresinin regiiler bir

fonksiyonudur, boylece (6.103)’den
lim (2~ 4) [G(x,€, 470 (§)dE ey, (x) |30 (§)20 (£)dE (6.104)

bulunur. Ote yandan,

(=213, = (A = A)ys (6.105)

dan

(L-AD'y, = 1 (6.106)
Yo FRE) Yo .

dir. G(x,&,4), (L—AI) operatdriiniin Green fonksiyonu oldugundan (6.106)’da gz oniine

alimirsa

G £ 2290(E)dE =300 (6.107)
bigiminde yazilabilir. (6.107) denklemi de (6.104)’de yerine yazilirsa

= 6 (%) = ¥y () [ 95 (£)z0(E)dE (6.108)

elde edilir. Buradan c ise
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- 1_ (6.109)
[0(&)2,(£ag

olup (6.102)’de yerine yazilirsa

R(x,&)=—- y°(")z°_(5) (6.110)
[IAGING

ile bulunur. A(Z) fonksiyonunun her A, tek katli sifir1 igin (6.110), (6.94)’de yerine yazilirsa

G(x,&,0) = — Y °b(x)z° (5)_ +G,(x,£,7) (6.111)
(A=) 35§z, (£)d&

olacaktir. Burada G,(x,&,1), 4, noktasimn bir komsulugunda regiilerdir. Eger y,(x) ve

z,(x) fonksiyonlar1 normalize edilirse

b —

[0(&)z,(&)d& =1 6.112)

olarak (6.111)’de goz Oniine alinirsa (6.111) formiilti kismen sadeleserek

68, = =202 1 6,8, 2) (6.113)
%

halini alir.
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7. SONUCLAR

Belirttigimiz gibi bu tez caligmasinda sonlu aralikta verilmis yliksek mertebeden lineer
diferansiyel ifade ve genel smir kogullari ile tanimlanmis diferansiyel operatérin Green
fonksiyonu incelenmigtir. Bu ¢aligmanin devamu olarak sonralar sonsuz aralikta verilmis

diferansiyel operatérlerin spektral 6zelliklerinin incelenmesi 6ngdriilmektedir.
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