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ONSOZ

Bu calismada, cebirsel varyetelerin 6zel bir sinifi olan torsal varyeteleri inceliyoruz. Torsal
varyeteler, afin cebirsel torusu yogun ve agik altkiime olarak i¢eren varyetelerdir ve torusun
kendi tizerindeki etkisi varyete lizerine genigletilebilirdir. Torsal varyetelerin geometrisi
temelde basit kombinatoryal yapilar olan konveks polihedral konilerden olugur. Bu sayede,
varyetenin pek ¢ok 6zelligi, karsilik gelen konveks yap: kullanilarak elde edilmektedir.

Cebir ve geometrinin bir araya geldigi torsal varyetelerle ilgili bu giizel galigmay: yapmam
i¢in beni tegvik eden, en bagta cebirsel geometri ile tamgmami saglayan ve her zaman sabirla
ve ilgiyle sorularimi yanitlayan saym damgman hocam Yrd. Dog. Dr. Meral Tosun'a tegekkiir
ederim. Ayrica Yrd. Dog. Dr. E. Mehmet Ozkan’a, tiim ¢alisma arkadaslarima, hocalarima ve
aileme, gosterdikleri sabir ve destekleri igin tegekkiir ederim.



OZET

Bu c¢aligmadaki amacimiz, torsal varyetelerin verilen bir konveks yapidan ve verilen bir
idealden nasil olusturuldugunu anlamaya ¢aligmaktir. Bu amagla, ¢ahgsmamizi, Fulton (1997)
kitabinin birinci ve f{igiincii boliimlerini ve Sturmfels (1997) makalesini temel alarak
hazirladik. Burada, ayrintih bir gekilde bu iki kaynag, tiim 6rnek ve ¢oziimleri ile birlikte,
anlamaya ¢aligtyoruz.

Oncelikle, ileriki boliimlerde karsimiza ¢ikacak temel kavramlar: tammlamakla baslayacagiz.
Uglincii béliimde, n-boyutlu bir uzayda verilen belirli 6zelliklere sahip bir koniden baslayarak
afin torsal varyete olugturacagiz. Dordiincii boliimde, verilen birden fazla koniye (yani fana)
kargilik gelen torsal yapiy: olusturacagiz. Bu islem, fandaki her bir koniye kargilik gelen afin
torsal varyeteyi olusturduktan sonra konilerin birbirlerine gére durumlarim go6zoéniinde
bulundurarak bu varyeteleri yapistirmaktan ibarettir. Boylece projektif torsal varyete elde
etmis olacagiz. Bu boliimlerde, Fulton (1997) kitabimin iki boliimiinii ayrintih bir sekilde
anlamaya ve Onerilen alistirma problemlerinin ¢6ziimlerini bulmaya ¢aligacagiz.

Begsinci boéliimde, elde ettifimiz torsal varyetelerin, torus etkisini kullanarak yoriingelerini
tammlamaya c¢alisacafiz. Onceki bolimlerde ele aldigmmz orneklerin  yoriingelerini
inceleyecegiz.

Altinc1 boliimde, Sturmfels (1997) ¢aligmasindan yararlanarak matrisler ve torsal varyeteler
arasindaki iligkiyi ve ideallerin Grébner tabanim 6grenecegiz. Daha sonra, matrislerin hangi
kosul altinda aym torsal varyeteyi verdiklerini dgrenmek igin Katsabekis ve Thoma (2003)
makalesini anlamaya calisacagiz.

Caligmamizi, bir normal varyete ile bir torsal varyete arasindaki iligki kurabilmek amaciyla
Altinok ve Tosun (2004) makalesinden 6rnek vererek bitirecegiz.

Anahtar Kelimeler: Afin varyete, Projektif varyete, Torsal varyete, Yoriinge, Torsal ideal,
Torsal kiime.
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ABSTRACT

In this thesis, our aim is to understand two different constructions of a toric variety: starting
from a rational polyhedral cone and starting from a matrix. For this purpose, we use the first
and the third chapter of the book Fulton (1997) and the article Sturmfels (1997). We try to
understand these two references in details with many examples.

First, we start by a brief introduction and give some basic definitions that we will need. In the
third chapter, we construct a toric variety from a rational polyhedral n-dimensional. In the
fourth chapter, we construct a toric variety from a given set of convex cones which is called a
fan. This process consists of gluing of affine toric varieties.

In chapter 5, we define the orbits of the torus action on a toric variety. Then, we study the
orbits of the varieties that we examined in the previous sections.

In the sixth chapter, we try to understand the construction of a toric variety from a matrix. For
this, we study Sturmfels (1997). Then using Katsabekis and Thoma (2003), we state the
necessary conditions for matrices which give the same toric variety.

We end our work by giving some examples from Altinok and Tosun (2004) in order to
establish a relation between a normal variety and a toric variety.

Key Words: Affine variety, Projectif variety, Toric variety, Orbit, Toric ideal, Toric set.
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1. GIRiS

Bir torsal varyete, tizerinde (C*)" grubunun etkisi olan ve bir yogun yoriinge igeren, komp-
leks uzayda tanimli bir cebirsel varyetedir. Bu varyeteler, cebirsel geometri ve afin reel
uzaydaki digbiikey sekillerin geometrisi arasinda giizel bir iligki tanimlar.

V. Danilov’un 1978 yilinda yaymlanan g¢ahgmasindan itibaren bu varyetelerin iizerinde
degigik bakig acilan ile yapilan ¢caligmalar hiz kazanmigtir. Bugiin konuyu etraflica anla-
mamiza yardimer olan pekgok, makale, kitap, dersnotu bulabiliyoruz. Ug temel kaynak
olarak Fulton (1997), Oda (1985) ve Kempf, vd. (1973) gosterilebilir. Bu ¢alhgmalarda,
n-boyutlu reel uzayda sonlu sayida vektorle iiretilmig tam digbiikey rasyonel bir koniden
baglayarak torsal varyete elde edilmesini ve bu varyetelerin geometrik 6zelliklerini 6gre-
niyoruz.

Yukardaki tanimdan bagka, torsal varyeteleri istel terim-istel terim seklindeki polinom-
larla {iretilen ideallerin sifir kiimeleri geklinde de tammlayabiliriz (Sturmfels, 1997). Bu
ideallerin 6zel yapilarindan faydalanarak torsal varyetelerin matrislerle de iligkili oldugunu
kesfediyoruz (Sturmfels, 1997; Katsabekis ve Thoma, 2003). Bu tanimlama, torsal varyete-
lerin kombinatoryal (combinatorial) yanmm daha da geligtirmig ve bu varyetelerin geo-
metrisini anlamak igin hesaplamali (computational) algoritmalar olugturulmasina katkida
bulunmugtur. Ayrica, verilen bir torsal varyetenin pek ¢ok geometrik 6zelligini, bilgisayar
programlar1 Singular, Maple ve Macaulay ile de aragtirabiliyoruz (bkz. [1], [2], [3]).



2. TEMEL TANIMLAR

2.1 Yar-Grup

Bir S # @ kiimesi alahm. Bu kiime {izerinde tanimh bir ikili iglemi « ile gosterelim. Eger
bu iglem

(¢) her a,b,c€ S i¢in (a*xb)xc=ax* (bxc),
ozelligini saghyorsa S kiimesine yari-grup denir. Buna ek olarak, eger
(%) her a € S i¢in axe = exa = a olacak gekilde S kiimesinde bir e birim eleman: vardir.

(i4%) her a € S i¢in axa™! = a~! xa = e olacak gekilde S kiimesine ait bir a~"! elemam

vardir.
ozelliklerini de sagliyorsa S kiimesine grup denir. Son olarak, eger * iglemi
(fv) her a,b € Si¢in ax b = bxa dir.

ozelligini de sagliyorsa S kiimesine degismeli grup denir.

2.2 Digbiikey Polihedral Koni
Kafes. R" uzaymn orijini igeren bir N altgrubunu g6zoéniine alalim. Eger N toplamaya
gore ayrik bir grup ise N'e kafes denir.

N grubunun ayrik olmasi, her z € N noktasmm N NU = {z} olacak sekilde bir
U komgulugunun oldugu anlamina gelmektedir. R™ uzayinda vy, ...,v, lineer bagimsiz

vektorleri ile iiretilen kafes
{aav1 + ...+ aqv, | a; € Z} (2.1)

geklinde tanimlamr. Ornek olarak Z C R, Z2 C R? birer kafestir.

Biz N 2 Z" =7 x ... X Z kafesi iizerinde ¢aligacagiz. Yani N, tabani Fe;, ..., Fe, birim
vektorleri olan bir vektor uzayidir (Hoffman ve Kunze, 1971):

N=Z-e.®...DZL-e,. (2.2)
N iizerinde vektoérlerden bahsedebilmemiz igin
Ng=R:.e;®...0R-¢, 2R (2.3)

reel vektor uzayma gegmemiz gerekir.
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Ornek 2.1 N = 72 kafesi Sekil 2.1°deki gibidir.

Sekil 2.1 N = Z? kafesi.

Koni. Bir ¢ C Ny altkiimesini alalim. ¢ # @ oldugunu kabul edelim. Eger, her u € o
ve a € R i¢in a - u € o ise o altkiimesine tepe noktas: 0 olan koni denir. Bir koninin
herhangi iki noktasimi birlestiren dogru parcas: yine koniye ait ise disbiikey koni denir.
Bir koninin digbiikey olmas: igin gerek ve yeter kogul herhangi iki noktasi u,us igin
A-up+ (1= A) - ug € 0 olmasidir. Burada A € [0, 1] dir.

Sonlu sayida vektorle iiretilen digbiikey konilere polihedral koni denir. Ny uzayinda tanimh

bir polihedral koni, sadece Ng uzaymmdaki vektorlerle iiretilmis ise rasyonel polihedral koni
adim alir. Boyle bir koni gu gekilde tanimlanir:

n

0 =<1Upye..,Up >={u€NR|u=Za¢ui,a,-20} (2.4)
i=1

ve o konisi, uy, . . ., u, vektorleri ile iiretilmigtir denir. Eger o, tepe noktasindan gegen hig

bir dogru igermiyorsa, yani o N(—o) = {0} ise, o’ya tam digbiikey rasyonel polyhedral koni
denir. Calismamiz boyunca “koni” sozciigiinii “tam digbiikey rasyonel polihedral koni”
anlaminda kullanacagiz. Sekil 2.2 bdyle bir koniyi gosterir.

Not 2.2 Bir koninin boyutu kendisini kapsayan en kicik lineer uzayn boyutuna egittir,
Dual Koni. Bir vektor uzay1 olarak N uzaymin duali N* = M
M = Hom(N,Z)={v: N —Z|u € N igin v(u) = (v,u)} (2.5)

ile tanimlamir. Eger M dual uzaymm Fej, Fe3, ..., Fe;, vektorleri ile iiretildigini varsa-
yarsak

(6;-“,6j)={(1) ﬁ:;j (2.6)



Sekil 2.2 N 2 Z? kafesinde tam digbiikey rasyonel polihedral koni.

kogulu saglamr. Burada ( , ) skaler ¢arpimm ifade etmektedir.
M dual uzayma kargilik gelen reel vektor uzay:

Mg=R-e;@®..®R-¢, =R" (2.7

tizerinde galigacagiz. Eger, u € Ng ve v € Mg olmak iizere, u = 2e; + €3 ve v = 2¢} + €}

ise

(u,v) = (2e1 + e2) - (2] +€3) = 4(e1, €7) + (e2,€3) =4+1=8.

Bir o C Nk konisinin dualini ¢V ile gosterecegiz. o¥ C M ve

o' ={ve Mg|(uv) >0, Vuco} (2.8)
seklinde tanimlanir.

Onerme 2.3 (Fulton, 1997) Ejer o bir rasyonel polihedral koni ise duali oV de bir ras-
yonel polihedral konidir.

Gergekten de o konisinin u; € Ng vektorleri ile iiretildigini kabul edersek ¢V duali,
(;)V = {v € Mg | (u;,v) > 0} yan-uzaylarmmn kesigimidir. Oyleyse oV

(U?;,’Ui) Z 0 (2.9)

lineer esitsizlik sisteminin ¢6ziimii olan v; € My vektorleri ve bu vektorlerin tiim negatif
olmayan lineer kombinasyonlarmdan olugur. Dolaysiyla, oV bir rasyonel polihedral koni-
dir.

Buna kargilik, bir tam digbiikey rasyonel polihedral koninin duali her zaman bir tam ras-
yonel digbiikey polihedral koni degildir. Ornek olarak, o konisini {0} konisi olarak alirsak,
dual koni tiim dual uzay olacaktir, yani 0¥ = M olacaktir. M dual uzaymmn tam digbiikey
rasyonel polihedral olmadig: agiktir.
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Onerme 2.4 Her o C Ny i¢in (oV)Y = o 'dur.

Ispat. Bir u € (oV)V vektorii alalim. Tamma, gore, her v € ¢V igin (u,v) > 0 olur. Bu
ayn1 zamanda u € o olmasi demektir. O halde (¢V)¥ C o dur.

Bu kez u ¢ (V)" vektoriinii alahm. Tamma gore, (u,v) < 0 olacak gekilde en az bir
v € ¢¥ vardir. O halde u vektorii o konisinin bir elemam degildir. Bdylece o C (V)
olur. Dolayisiyla (0V)V = o elde edilir. [

Ornek 2.5 Diyelim ki N & 72 ve 0 € Ni konisi u; = 2e; — ey ve ug = ey vektorleri ile

tretilmis bir koni olsun. Konimiz asaqidaki gibidir:

Sekll 2.3 0 =< 2e; — ey, 69 >C Ny konisi.

o dual konisinin iireteclerini bulahm: M dual uzay1, Fe}, Fe} vektorleri ile tiretildiginden
oV konisinin iiretegleri, a, b, ¢,d € R olmak fizere, v; = ae} + bes ve vy = cel + de} olsun.
Dual koni tammmindan, Mg uzayinda bulunan ve Ng uzaymndaki bir vektore dik, digerleri
ile skaler carpim > 0 olan vektorleri arayacagiz. Yani, ¢ = j i¢in (u;,v;) =0 ve ¢ # j icin
(us,v;) > 0 olmaldur, ¢, j = 1,2. Boylece iki farkli denklem sistemi elde edilir:

%2 —b=0 2~d>0
b>0 d=0. (2.10)

Buradan v; = ae] 4 2ae} ve vy = cej coziimleri elde edilir. v, ve v, sirasiyla e} + 2¢e; ve

e ile iiretildiginden o konisinin duali oV =< €}, €] + 2€3 > olur (Sekil 2.4).
Tamim 2.6 ¢ konisinin bir yiizi, v € oV icin 7 = o Nv' kesigimi ile tanymlanyr. Yani,
T={u€o|(u,v)=0} (2.11)

seklindedir ve T < o ile gosterilir.



Sekil 2.4 Dual koni ¥ =< €, €] + 2€3 >.

Koninin kendisi de bir yiiz olarak kabul edilir. Kendisi digindaki diger tiim ytizleri proper
yiiz olarak adlandirtlir. o konisinin en kiigiik yiizii 0-boyutlu o N (—o) = {0} tepe nok-
tasidir. 1-boyutlu yiizleri, yalmzca bir iireteg vektoril ile iiretilir. 2-boyutlu yiizleri iki
tireteg vektorii ile iiretilen konilerdir, ...vb. Koninin (n — 1)-boyutlu yiizlerine facet ad:
verilir.

Onerme 2.7 Ejer 7 3 o ise 0¥ C 7V'dir.

Ispat. Eger v € oV ise tamma gore, her u € o igin (u,v) > 0 olacaktir. 7 < ¢ oldugundan
her t € 7 igin de (¢,v) > 0 saglanur. O halde v € 7V'dir. Béylece 0¥ C 7V elde edilir. [1

Onerme 2.8 Bir disbiikey polihedral koninin yiizii de digbiikey polihedral konidir.

Ispat. Birv € ¢V igin T = 6Nt oldugundan 7 yiizii o konisinin bir altkiimesidir. Oyle‘yse,
7nun da digbiikey oldugu agiktir. Bildigimiz gibi, o konisinin (v,u;) = 0 kogulunu
saglayan u; iiretecleri 7 yiiziini iretir. Bu gekilde tamimh sonlu sayida u; € o vardir.
Dolayisiyla 7 digbiikey polihedral konidir. []

Onerme 2.9 Bir konide yizlerin kesisimi de bir yiizdiir.
Ispat. o’mn herhangi s tane yiiziinii gézoniine alalim. Bunlar, v; € 0V olmak iizere
=0 N}

ile tanimh olsun, (i = 1,...,s). Bu yiizlerin kesigimine 7 diyelim: 7 =7, N... N 7,. Eger
T = o N vt olacak sekilde bir v € ¢V varsa 7, o konisinin bir yiiziidiir.
Bir z € 7 vektorii secelim. O halde, her i icin z € 7, = o Nv;- olur (i =1,...,s). Yani

her i igin (z,v;) = 0 dir. Bu durumda

($,U1)—|—($,’02) +oeee (:17,'1}3) =0
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elde ederiz. Bu da v = vy + - - - + v, olmak iizere (z,v) = 0 demektir. O halde 7 C o Nv*t

olur.

Diger yondeki kapsamay: gostermek igin y € o N v' oldugunu kabul edelim. O halde
(y,v) = (y,v1) +---+ (y,vs) = 0 dir. y € o ve her 7 i¢in v; € o olduguna goére bu ifade
ancak (y,v;) = 0 ise saglanir. Bu durumda y € 7; ve de y € 7 olur. Béylece o Nv;" C 7

elde ederiz. Dolayisiyla 7 = o Nvt. O

Onerme 2.10 (Fulton, 1997) Eder T < o ise ¥ N1t kesigimi oV nin bir yiizing verir.
Ayrica boyut(T) + boyut(cV N1t) = n = boyut(M) sadlanir. Bu sekilde o konisiman ve oV

konisinin yizleri arasinda yon-koruyan bire-bir esleme elde edilir.



2.3 Afin Varyete

Tanim 2.11 Bir k cismi tzerinde tansml n-boyutly afin uzay
A*E)=kxkx...xk={(a,...,a,) |a; €k,Vi=1,...,n} (2.12)
kiimesi olarak tansmlanar.

Tanimda k = R ya da k& = C olabilir. Biz, ¢alismamz boyunca k = C alacagimz igin
A"(k) yerine kisaca A" yazihmim kullanacagz.

Sabitlerimiz ag, ..., a, € k olmak iizere tiim
ap+ a1 X + X%+ ... +a, X" (2.13)

polinomlarinin kiimesine tek degiskenli polinom halkas: denir ve k[X] ile gosterilir. Daha
genel olarak, ay,...,q, € Zxq olmak iizere X = X" --- X2 olarak olugturulan (2.13)
seklindeki tiim polinomlarin kiimesine polinom halkas: denir ve k[ X4, ..., X,,] ile gosterilir.

k[Xi,...,X,] polinom halkas, birim elemam X?---X? = 1 olan degismeli bir halkadir
(Dummit, 1991). Polinomlarla toplama ve garpma, iglemi agagidaki gekilde tammlanar:

Y aXi+) bX = ) (a;+b)X

O axHO kX)) = ) aXt (2.14)
Burada ¢; = a;bg + a;_1b1 + . .. + agb; dir.

Tamim 2.12 Bir F € k[ Xy, ..., X,] polinomunun sifirlarimin kiimesi

V(F)={pe€ A" | F(p) =0} (2.15)

olarak tansmlanar.

Daha genel olarak, eger S C k[Xj,...,X,] bir polinomlar kiimesi ise, S’in sifirlarimn

kiimesi

V(S)=[V(F)={pe A" | F(P)=0,VF € S} (2.16)
FeS

geklinde tanimlanir.

Tanmim 2.13 Bir X C A" kiimesini gézonine alabm. Eger X = V(S) olacak sekilde bir

S C k[Xj,...,X,] polinomlar kiimesi varsa X kimesine afin cebirsel kiime denir.
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Ornek olarak, S = {Fi = X3 + X2, Fs = X} + X3} ise X = V(F, ) = V(F) NV (F)
bir afin cebirsel kiimedir.

Simdi, k[X3, ..., X,] polinom halkasimin bir I altkiimesini gézoniine alalim. Eger
(i) her f,geIigin f+g€ 1 ve

(i) her f € I ve herhangi bir r € k[X3,...,X,] polinomu igin r- f € I

ise I altkiimesine k[X, ..., X,]’in bir ideali denir.

Onerme 2.14 Eger {fi,---, s} Ck[Xq,...,X,] ve
< fiyeees fo >= {p1f1+...+psf3 Ipi € k[Xl,,Xn] 1= 1,...,8} (217)

ise < fi,...,fs > kiimesi k[Xa, ..., X,] in bir idealidir.

Ispat. g1,g0 € I ve h € k[Xy,...,X,] olsun. p;,q € k[Xi,...,X,] olmak iizere bu
polinomlar g4 =p1- fi+... 40 - fs ve go =q1- fi+...+ ¢, fs olarak yazlabilir. Buradan

gte=@m+a) fi+...+@+g) f (2.18)
elde edilir. Her ¢ = 1,...,s icin p; + ¢; toplamu da k[X;, ..., X,,] polinom halkasina ait
oldugundan g, + g2 € I olur. Ayrica g; - h garpim

gi-h=h-p1-fi+...+h-ps- [ (2.19)

geklinde yazilir. Her ¢ igin h - p; € k[X3, ..., X,] oldugundan g; - h € I dir. Dolaysiyla I,
k[Xq,...,X,] halkasinin bir idealidir. OJ

Eger J, bir R halkasinin bir ideali ise J’nin radikali
VJ={zeR|a" e J olacak gekilde bir n € N vardir} (2.20)

ile tamimhdir. Acikea goriilecegi iizere, v/J bir idealdir ve eger, J = v/J ise J'ye radikal

ideal denir.

Onerme 2.15 S C k[X;,...,X,] ve J =< S > k[Xi,...,X,) polinom halkasinda S ile

tiretilmig bir ideal olsun. Oyleyse

V(S)=V(J)=V(/J]) dir. (2.21)

Hilbert’in taban teoreminden (Sharp, 2000), k[ X1, . . ., X,,] bir Noetherian halkadir. Béylece,
her J ideali i¢in, V/(J) = V({f1, ..., fm}) olacak gekilde sonlu bir {f3, ..., fm} C k[X1,..., X4]

polinom kiimesi vardir.
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Bundan bagka, k[Xy, ..., X,] polinom halkasmdan farkh olan ve k[ X3, ..., X,]'deki daha
biiyiik bir ideal tarafindan igerilmeyen ideale maksimal ideal denir, yalmiz ve yalmz M bir
maksimal ideal ise, her I € k[X3,...,X,]i¢in, I D M iken I = M yadal = k[Xy,...,X,]
olur.

f-geliken f € I yada g € I ise I idealine asal ideal denir (daha ayrintih bilgi igin
bkz. Dummit, (1991)).

Simdi, cebirsel bir nesne olan k[X3,...,X,]'deki bir ideale afin uzayin bir altkiimesini
kargilik getirecegiz.

Tamm 2.16 X C A” olsun. X kiimesinin ideals
I(X)={F €k[Xy,...,Xn] | Flz) =0,Vz € X} (2.22)
seklinde tanwmlansr ve X tzerinde sifirlanan ideal diye adlanduyrilsr.

Tanim 2.17 Eger X C A™ ise I(X) ideali k[ Xy, ..., X,]| polinom halkasinda bir radikal

idealdir.

Eger X C Y C A" ise bu kiimelerin sifirlanan idealleri arasinda Z(X) > Z(Y) iligkisi
vardir. Afin cebirsel kiimeler ve kargilik gelen idealler hakkimda daha ayrintih bilgi icin
Fulton (1969)’u Gnerebiliriz.

Eger bir cebirsel kiime X C A", kendisinden ve bogtan farkl iki cebirsel kiimenin birlegimi
olarak yazilamiyorsa X kiimesine indirgenemez kiime denir, yani X = X] U X} olmasi
sadece X] = X ya da X} = X olmasi ile miimkiindiir. Aksi durumda, X kiimesi in-
dirgenebilirdir denir, bu durumda X = X] U X} olacak gekilde X] # 0, X ve Xj # 0, X

vardir.

Onerme 2.18 (Fulton, 1969) Bir X C A™ cebirsel kiimesi yalniz ve yalmz Z(X) asal

ideal ise indirgenemezdir.
Tamm 2.19 Indirgenemez cebirsel kiimeye afin cebirsel varyete denir.
Boylece afin uzay ile polinom halkasi arasinda gu gekilde bir egleme elde edilir:

k[Xi,...,X,] «— A"
I — V()
I(X) «— X (2.23)

Polinom halkasinin asal idealleri ile afin uzayin indirgenemez cebirsel kiimeleri arasinda,
bire-bir bir egleme vardir (Fulton, 1969). Bir a = (ay,...,a,) € C" noktasmna kargilik
gelen maksimal ideal M, =< X; — a4,...,X, — a, > seklindedir. Boylece, polinom
halkasinin maksimal idealleri ile afin uzaymn noktalari arasinda da bire-bir egleme elde
edilir.
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Tamim 2.20 X C A" bir cebirsel kiime olsun. Xj,...,X], indirgenemez kimeler olmak
izere X3 C X1 € ... € X}, C X znciri ile tansmls maksimum n € N saysing X

kimesinin boyuty denir ve boyut(X) geklinde gosterilir.

Tanim 2.21 R bir degismeli halka ve P, ..., P,, R halkasinda asal idealler olmak tizere
BRCPC...CPR, (2.24)
ise R’deki P; asal idealleri zinciri n vzunlugundadir denir. R halkasimin Krull boyutu
Krull.boyut(R) = sup{n € N} (2.25)
olarak tansmlanar.

Onerme 2.22 Ejer X C A™ ise

boyut(X) = Krull.boyut(k[X1, ..., Xs]/Z(X)) (2.26)
seklindedir.

Teorem 2.23 k bir cisim ve B bir tambk bolgesi olsun. Eder B sonlu retilmis bir k-cebrs

ise herhangi bir p asal ideali icin
yikseklik p + boyut(B/p) = boyut(B) (2.27)
esitligi saglanar.

Ispat. bkz. Hartshorne (1977) ya da Sharp (2000).

Koordinat halkasi. k[X;,...,X,] polinom halkasi, A" iizerinde tanmimli ve X3, ..., X, ile
iivetilen tiim polinomlan igerdigi igin, k[Xj, ..., X,]’e A" afin uzaymin koordinat halkasi
da denir (Kendig, 1984). Herhangi bir afin varyetenin koordinat halkas: 6yle tanimlanir:

Tanim 2.24 X C A” olsun. X kiimesinin koordinat halkas:
A(X) = k[Xy,..., X/ Z(X) (2.28)
olarak tensmlanar.

Ornek olarak, X, € C[Xy, X;] igin X = V(X;) kiimesi C? uzaymm X; eksenidir. Buradan
IT=<Xy>ve

A(X) = C[Xl,Xg]/ < Xy > (C[Xl]

olur.

Onerme 2.22, k[Xj, .. ., X,,]/Z(X) koordinat halkasmmn afin cebirsel kiime iizerinde cahgirken
onemli oldugunu gosteriyor.
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Tanim 2.25 f : X — k fonksiyonunu gozoniine alalim. Eger, herp € X igin, f(p) = F(p)
olacak gekilde bir F € k[X,,...,X,] varsa f fonksiyonuna polinom fonksiyonu denir.

Boylece, her F € k[X;,...,X,] polinomu X iizerinde bir polinom fonksiyonu tanimlar.
Verilen herhangi iki F,G polinomlar: yalmz ve yalmz her p € X icin F(p) — G(p) = 0
ise X tizerinde aymi fonksiyonu tanimlar. Bu da, yalmz ve yalmz F' — G € Z(X) oldugu
anlamina gelir. Boylece, X iizerindeki polinom fonksiyonlar1 halkas ile koordinat halkas:
arasmda dogal bir izomorfizma elde etmis oluyoruz.

Halka olma o6zelligi yaninda, A(X) aym zamanda bir k-cebri yapisina sahiptir. Bir k-
cebri, carpma ikili iglemi ile birlikte bir k-vektor uzayidir, (garpma igleminin dagilma
ozelligi vardir ve t € K, a,b € M igin (ta)b = t(ab) = a(th)’dir. Burada M vekttr uzayim
gosteriyor). Bizim i¢in M = (A(X),+)’dir. Ayrica, k-cebirlerinin bir homomorfizmas: bir
dogrusal doniigiimdiir, yani ¢(kab) = k¢(ab) = ko(a)d(b).

Tamm 2.26 X C A" ve Y C A™ olsun. Eger T1,...,T, € k[Xq,...,X,] polinomlar,
her p € X i¢in ¢(p) = (T1(p), . .., Tm(p)) olacak sekilde ¢ : X — Y wvarsa ¢ fonksiyonuna

polinom tasviri denir.

Ornek olarak, X = V(X;) € C2 ve Y = V(X; — X?) C C? ise (a,0) — (a,a?) geklinde
tanimh ¢ : X — Y fonksiyonu polinom tasviridir (T3 = X; ve Ty = X? dir).

Her ¢ : X — Y polinom tasviri, her g € A(Y) icin, ¢(g) = g o ¢ seklinde tammh k-
cebirlerinin bir ¢ : A(Y) — A(X) homomorfizmasina indirgenir.

Tanim 2.27 Ejer ¢ o) = idy ve 9 o ¢ = idx olacak sekilde bir v : Y — X polinom

tasviri varse ¢ : X — 'Y polinom tasvirine bir izomorfizma denir.

Onerme 2.28 (Fulton, 1969) X C A® ve Y C A™ olsun. ¢ : X — Y polinom tasvir-
lerinin kimesi ile k-cebirlerinin ¢ : A(Y) — A(X) homomorfizmalarinin kiimesi arasinda

bire-bir egleme vardar.

Tamm 2.29 X C A” ve f € A(X) olsun. f ile tamamlanan

D(fy=X-V(f) (2.29)
kiimesine X varyetesinin bir temel acik altkimes: denir.

Diger bir deyigle X varyetesinin temel agik altkiimeleri

D(f) ={z € X | f(z) # 0} (2.30)

geklindedir ve D(f) kiimesi bir afin varyetedir.
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Ornek olarak, X = V (X, — X?) varyetesini gézoniine alalm. Oyleyse
A(X) = C[X1,X3)/ < X2 — X2 > olur. O halde X varyetesinin f = X, € A(X) ile
tanimlanan acik altkiimesi

D(f) = V(X2—X]) - V(Xa)
= {(a,b) €C?|a® =b,b#0}

elde edilir.

Spektrum. Afin uzay ile polinom halkasi arasindaki eglemeler halka tizerinde spektrum
kavramim tanmimlamamiz saglar. Bir afin varyetenin altkiimeleri, asal ideallerle ve maksi-
mal ideallerle tanimlananlar olmak iizere ikiye ayrilabilir. Bu altkiimelerden yola gikarak
varyetenin kendisine ulagmak istedigimizde bu idealler iizerinde ¢aligmamiz gerekir. Bu
amagla bir halkanin spektrumu tanimlanir:

R, birimli ve degigmeli bir halka olsun. R halkasinin tiim asal ideallerinin kiimesine R nin
spektrumu denir ve Spek(R) ile gosterilir (Shafarevich, 1997). R halkasindaki maksimal
idealler Spek(R)’nin noktalarina, asal idealleri de altvaryetelerine kargilik gelir.

Ornek 2.30 Z nin asal idealleri asal saylardsr. Dolayswyla Spek(Z) = {0,2,3,5,7,...}
dir (Shafarevich, 1997).

Ornek 2.31 k cebirsel kapah bir cisim olsun. Bu durumda tek degigkenli k[X] polinom
halkasindaki asal idealler, maksimal idealler olup bir a € k igin < X — a > seklindedir.
Bu maksimal idealler, k cisminin noktalarina karsilik geldiginden Spek(k[X]) = k olur
(Mumford, 1999).

Ornek 2.32 k cebirsel kapals bir cisim olsun. k[X, Y] polinom halkasini gézéniine alalim.
Biliyoruz ki a,b € k olmak izere, < X —a,Y — b > idealleri k[X,Y] nin maksimal ideal-
leridir. Ayrica, f(X,Y) € k[X,Y] indirgenemez polinomuyla dretilen < f(X,Y) > ideal-
leri ve < 0 > ideali asal ideallerdir. Yani, maksimal idealler A? de noktalara, asal idealler
de indirgenemez egrilere kargihk gelir. Oyleyse Spek(k[X,Y]) = A? dir (Mumford, 1999).

Genel olarak, Spek(k[X1,...,X,]) = A" olur. Bir afin varyetenin koordinat halkasimin
spektrumu varyetenin kendisi ile hemen hemen aymdir. Yani, Spek(A(X)), X = V(I)
varyetesi olarak goriilebilir (daha ayrintil bilgi igin bkz. Mumford (1999)).
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2.4 Projektif Varyete

V herhangi bir k cismi iizerinde bir vektor uzay: ise V’nin tamimladigy P(V) projektif
uzay1, V’nin 1-boyutlu altuzaylarmn kiimesi olur. k¥ = C ve V = C**! icin kisaca P”
yazilimini kullanacagiz.

Tamm 2.33 P” projektif uzays, C* uzayinda orijinden gecen dogrulardan olusur.

Herhangi bir (zy,...,Z,) # (0,...,0) noktas: bir tek dogru belirler. P" projektif uzayi,
C™**! — {0} afin uzaymdaki noktalarin bir denklik simfi ile 6zdeglegtirilir: Eger, a =
(zo,...,Tn) € C* ve b= (z),...,7,) € C**! i¢in b = X-a olacak gekilde bir A € C—{0}
varsa a ve b noktalar: denktir ve a ~ b seklinde gosterilir. C**! uzaymda sifirdan farkh
herhangi bir (zo, .. . , ) vektorii bir [z] € P* noktasim temsil eder. (o, ...,%,) vektoriine

z noktasmm homojen koordinatlar: denir ve [x] = (zp : ... : ,) geklinde yazilir. Boylece
Tamim 2.34 n-boyutlu projektif uzay

P" = (C""' = {0})/ ~={lz] = (o : ... : z) | [z] #0} (2.31)
kimesidir.

P” projektif uzaymn Uy, ..., U, agik altkiimeleri

Ui={(zo:...:2,) €P" | z; # 0} (2.32)

geklindedir. Boylece, her j i¢in, ¢; : U; — C” izomorfizmas: elde edilir:

N o (L1 T
(:I;O:...:xj:...:mn)‘—i(a?j.’...7£

) (2.33)
Eger §; = ¢; alirsak f; : C" — U tasviri

B;
(Y1, stn) = (.o il yy) (2.34)

kural ile tammlidir. Yukardaki (v1, .. ., ¥s) koordinatlarma Uj; iizerinde homojen olmayan

koordinatlar denir.
Tamm 2.35 Eger d € N sayst i¢in
F(A\zg, ..., AT,) = A F(z0, . .,Zn)

esitligini saglayan bir A € C — {0} varsa F € C[Xo,...,X,] polinomuna d. dereceden

homogen polinom denir.
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P" projektif uzayinda, C[Xp, ..., X,,] polinom halkasindaki homojen polinomlarla ¢aligtlir.
F € C[Xy,...,X,] d. dereceden homojen polinom olsun. Afin varyetelerde oldugu gibi,
a € C*! noktasmma F(a) degerini kargilik getirerek C**! {izerinde C-degerli bir fonksiyon
elde ederiz. Eger, A € C — {0} olacak sekilde b = X - a ise F(\-a) = A*F(a) elde ederiz.
Yani, o noktasi F i¢in bir sifir ise herhangi bir A - a noktas1 da F icin bir sifir noktasi
olacaktir.

Tanim 2.36 Bir homojen polinomun sifir kiimesi
V(F)={[z] e P" | F(z) =0} (2.35)
seklindedir.

Daha genel olarak, her i igin, F; € C[Xy, ..., X,] olacak gekilde S = {F}, ..., F,} polinom

kiimesinin sifir kiimesi
V(F)={[z] e P" | Fi(z) =... = Fs(z) =0} (2.36)

dir. Her F' polinomu i¢in, V' (F') kiimesi kapali ve bu kiimenin P* —V (F) tiimleyeni agik
bir kiimedir. Kompleks sayilar cismi iizerinde ¢alistiginz icin, Zariski topolojisine gore
kapali (benzer gekilde, acik) kiimeler olagan topolojiye gore de kapalidir (benzer gekilde,
agiktir) (Fulton, 1969).

Tamim 2.37 Y C P* olsun. Ejer Y = V(F) olacak gekilde bir F C C[Xj,...,Xy)

homaojen polinomu varsa' Y kiimesine projektif cebirsel kime denir.

Ornek olarak F' = {F} = X2+ X1 Xy, F = XoX7—X3}iseY = V(Fy, ) = V(F)NV(F)
bir projektif cebirsel kiimedir.

Yine afin varyetelerde oldugu gibi, eger bir Y C P” projektif cebirsel kiime, kendisinden
farkli bog olmayan iki projektif cebirsel kiimenin birlegimi olarak yazilamiyorsa Y kiimesine

indirgenemez projektif cebirsel kime denir.

Tanim 2.38 P" projektif uzayinda indirgenemez bir cebirsel kiimeye projektif cebirsel

varyete ya da kisaca projektif varyete denir.
Tanim 2.39 Bir Y C P" projektif varyetenin boyutu, boyut(Y),
PCYHCYiC... Y=Y (2.37)

indirgenemez altvaryetelerinin maksimal uzunlugu olarak tanimlanar.
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Yani 0-boyutlu altvaryeteler noktalardir, 1-boyutlu altvaryeteler egrilerdir,... vs.
Simdi, Y = V(F,,..., F,) bir projektif varyete olsun. Fj,..., F; polinomlar ile iiretilmig

I={Y gF|geClX,...,Xal,i=1,...,5} (2.38)

=1
idealini gozoniine alahm. Agikea goriilecegi tizere, Y = V(I)’dir. Homojen polinom-
larla iiretilmis ideale homojen ideal denir ve projektif varyeteler, homojen ideallerin sifir

kiimeleri olarak tanumlanir. Bunun tersi de her zaman dogrudur: Dogal olarak,
V({I)={lz] e P" | F(z) =0,VF € I} (2.39)
kiimesi, F' polinomlar: homojen oldugundan, P* uzayimn bir altkiimesidir.

Tanim 2.40 Bir Y = V(I) C P" bir projektif varyetenin ideali

I(Y) ={F € C[Xy,...,X,] | F(z) =0,Vz € Y} (2.40)
ile tanimlidar.

Z(Y) ideali homojendir ve Y’yi tanimlayan biitiin I ideallerini igerir. Burada, iki farkh
idealin aym varyeteyi tammlayabilecegine dikkat edelim. Ornek olarak I =< X, > olacak
gekilde Y = V(1) ve I’ =< X2 > olacak sekilde Z = V/(I') ise I’ C I dir ve V(1) = V(I')
dir. Bagka bir deyigle, verilen bir varyeteyi tanimlayan “en genis” ideal Z(Y") idealidir.

Bundan bagka, eger I homojen bir ideal ise v/T ideali de homojendir ve V(I) # 0 dir ve
W) =vI (2.41)

dir (Fulton, 1969). Eger V(I) = Dise Z(V(I)) = C[Xo, ..., Xa] ve Z(V(I)) =< Xo,.. ., X >
idealleri bulunur. Giinkii, Z(V(I)) =< Xo,..., X, > idealinin tek sifir1 0 dir ama o da
projektif uzayin elemani degildir.

Teorem 2.41 (Shafarevich, 1997) I =< F,,..., Fs > homojen ideal olmak tzere
Y =V(I) C P” projektif varyetesinin boyutunu 1 ile gésterirsek

r>n—s (2.42)
dir.

Projektif varyeteler hakkinda daha genis bilgi igin Hartshorne (1977), Mumford (1999),...vs.
goriilebilir.
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3. AFIN TORSAL VARYETE

3.1 Afin Torsal Varyetenin Olugturulmas:i ve Ornekler
Daha 6nce tamimladigirmz Ny kafesini ve bu uzayda igerilen bir ¢ konisini gozoniine alalim.
Bu boliimde, o konisine kargilik gelen afin varyeteyi olugturacagiz. Bu olugumu, ii¢ adimda,

verebiliriz:

(a) S, yari-grubunun olusturulmas:.
Onerme 3.1 (Oda, 1985) Asgagrdaki kiime bir yari-gruptur:

Se=0"NM={veM|Vu€ o igin (u,v) >0} (3.1)

Ispat. ¢ dual konisi M kafesinde tanimh oldugundan S, yari-grubunda iglem toplamadir.
Tanmma gore, her vy,v2,03 € S, i¢in v1 +v2 € S, ve de v1 + (vg + v3) = (v1 + v3) + s tiir.
1

Teorem 3.2 (Gordan Lemmasi) (Fulton, 1997) Ejer o tam rasyonel digbiikey polihedral

koni ise S, sonlu tretilmistir.

Ispat. ¢V sonlu sayida vektor ile iiretilmigtir. o dual konisinin vy, ..., v, € Mg vektorleri
ile iiretildigini kabul edelim ve

K={t1’l)1+..‘+t5’03|05ti§1}

kiimesini alahm. K kapall ve M ayrk oldugundan K N M sonlu sayida eleman igerir.
Eger v € S, ise, her ¢ i¢in, a; € Q>p olmak iizere v = a1v1 + ... + a,v; yazlsin. |a;], a;
katsayisinin tam kisimm gostermek iizere, a; = |a;| +t; yazarsak v = Y| a;|v; + Y tiv;
olur. ()yleyse Sy, v;'ler ve K N M ile iiretilir. [J

Not 3.3 Eger o = {0} ise Sioy = M dir. Daha genel olarak, herhangi bir koni o’ C Ny
icin S,» C Sqoy dir.

Ornek 3.4 Ejer 0 =< 2ey — ey, e >C Ng ise S, yari-grubunu bulalm:

Ornek 2.5'te, o konisinin dualinin v; = €% ve vy = e} +2e}, vektorleri ile iiretildigini bulduk.
Se yari-grubu, ¢V nin taradigi bolgedeki vektorlerin tiim tamsay: katlarmi icerir. Eger
S, yari-grubunun her elemani, katsayilarnn Z de olacak sekilde v, ve vy vektorlerinin bir
lineer kombinasyonu olarak yazilabiliyorsa 5, =< vy, v > diyecegiz. Ama, w = e} + €}
vektoriinii, ancak w = 3(v; + v,) geklinde yazabildigimiz i¢in ve w deki vektdrlerin kat-
saylilar rasyonel oldugu igin, w vektoriinii de S, yari-grubunun bir iireteci olarak almahyiz.
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Dolaywsiyla S, =< e}, el + €3, €} + 2e4 > olur. Yani, S, agagidaki gekilde verilen tarah
bolgedir. 11

Sekil 3.1 S, =< e}, e} + €5, e] + 2e5 > yar-grubu.
(b) C[S,]'nn olugturulmas.
Bir Laurent polinomu, yalnizca sonlu sayida a; € C sifirdan farkh olmak iizere
R N N U, Sk el SIS B Y Al S P S Y A S A A S (3.2)

seklinde tanimlanir. Tiim Laurent polinomlarmin kiimesi k[t,¢7!] ile gosterilir. Eger
t* =152 ... 12, (a; € Z), ise n degigkenli Laurent polinomlarmin halkas:
kfty, ... to, 17, ..., ] i elde ederiz. Simdi

0:Z"—Clty, ... tn, 177, ... 12" (3.3)

tasvirini gozoniine alalim. Tasvirimiz

a=(Gy,...,0,) >t =121 ... 4% (3.4)
olarak tamimh bir izomorfizmadir.
Simdi, M dual uzaymm Fei,...,Fe} ile iiretildigini hatirlayalim. Dual uzaym her bir
elemanim

X% = X
X = X7 (3.5)

geklinde X; lere karsihk getirelim. Boylece,
CIM]=C[Xy,..., Xn, X175, X1 (3.6)

olacak sekilde bir x : M — C[M] tasviri tanimlanms olur.



19
Not 3.5 Eger o = {0} ise Sjoy = M ve C[Sio}] = C[M] dir.

Benzer gekilde, S, yan-grubuna kargilik gelen Laurent polinomlarinin halkasim da x tasviri
ile elde edebiliriz. Bu durumda, S, yari-grubunun her v tiretecine C[S,] halkasinda bir x*
iireteci kargihk gelir. S, sonlu iiretildiginden (bkz. Teorem 3.2) C[S,]’nin da sonlu say1da

iireteci vardir. Her v,v’ € S, igin

X x =x" (3.7)
dir ve birim eleman, 0 € S, a kargilik gelen x° = 1 sabit polinomudur. Boylece C[S;]
ClS:] = {)_ax" | veS,} (38)
ile tanimlanir.

Not 3.6 Her o C Ny igin S, C My oldugundan C[S,] C C[M] dir.

Ornek 3.7 Ornek 8.4 de buldufumuz v, = €%, vy = €} + €} ve vz = €} +2¢} ile dretilen S,
yari-grubuny gozonine alalm. Bu durumda C[S,] nin dretecleri x* = X1, xit% = X1 X,
ve x4i12% = X, X2 dir. Yani C[S,] = C[X;, X1X2, X1 X3] dir.

(c) Afin Torsal varyetenin olugturulmasi.

S, yari-grubu vy, ..., U, ile iiretilsin. C[S,] sonlu iiretildigi i¢in C[S,] ile C[Z, ..., Zy)
arasinda % = Z; degigsken doniigiimiinii kullanarak v : C[Zy,.. ., Zy,] — C[S,] tasvirini
tanimlayalim. -y tasvirinin ¢ekirdegi C[Zy, ..., Z,] polinom halkasinin bir idealidir (Dum-
mit, 1991). Bu ideali I ile gosterirsek

C[S,] 2 C|Z,- - ., Zm)/I (3.9)

olur. Agtkca goriildiigii gibi, -y tasviri, x ve dolayisiyla 6 izomorfizmasi ile 6zdestir. O halde
I ideali, 0 izomorfizmasmin da c¢ekirdegidir. Bu, I idealinin S, yar-grubunun tiretegleri
arasimdaki bagmtilarla tanimli olmasi demektir. a;, §; € Z>g olmak iizere bu bagmtilar

a1+ ..o+ U = Fi1 + ..o+ B (3.10)
seklindedir ve C[S,] halkasinda

()% == () = () - () (3.12)
bagintilarma kargihik gelir. Béylece C[Zy, ..., Z,,] halkasinda

Zo | Zom — 7B | 7bm (3.12)

bagintilar: elde edilir.
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Tamm 3.8 Jki dstel terimin farkina binomial denir. Sadece binomialler ile diretilen bir

ideale binomial ideal denir.

Onerme 3.9 (Oda, 1985) Yukarda tanimlanan I ideali sonlu sayidaki
Zo | Zom — P ZPm (3.13)
binomialleriyle dretilir.

Heri=1,...,kicin, f; = Z7* ... Z%m — Zlﬂ“ ... ZPmi asal polinom oldugundan I ideali
1 m m

icin en uzun
<O>C< fi>C< fi, o >C...C< fi, fay .- s fnn D=1 (3.14)

geklinde bir altkiime zinciri tanimlanabilir. Teorem 2.23'i kullanarak, I idealinin m — n

tane fireteci oldugu sonucuna ulagiriz.

Simdi C[S,] polinom halkasindan spektrum kavramma gegelim. Daha once belirttigimiz
gibi, C[S,] sonlu bir C-cebri oldugundan, spektrumunu ahrsak bir afin varyete elde ederiz.

Tamim 3.10 Bir 0 C Ny konisine karsilik gelen afin torsal varyete U, = Spek(C[S,])
dar.

Teorem 3.11 (Ewald, 1996) Ejer 0 C Ng ve I =< fi,..., fm—n > ise U,, C* uzayinda
V(I) aefin varyetesidir.

Not 3.12 Ejer o = {0} C Ng ise C[Sgy] = C[M] ve dolayswyla, Spek(C[M]) = (C*)"
dir, C* = C — {0}. Daha genel olarak, ejer T < o ise S, C S, ve C[S,] C C[S,] olur.

Bundan bagka,

Onerme 3.13 (Fulton, 1997) Eder T, 0 C N konisinin bir yiizi ise U, — U, tasviri U,

afin torsal varyetesini U, icine temel agik altkiime olarak gomer.
Ispat. T < o oldugundan bir X € ¢V igin 7 = o N A* geklinde yazilir. Buradan
Sy = Sy + Lxo(—A)

elde edilir (Sonug 4.3). Yani, her w € S, elemam bir v € S, ile w = v — Ap, (p € Zxo),
geklinde yazilabilir. Oyleyse

X" = %5 (3.15)
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olur. Béylece, C[S,] halkasindaki polinomlar x* # 0ile tanimh oldugu i¢in U, U, iizerinde
x* # 0 ile tanimlanan noktalara kargihik gelir (Oda, 1985). Bu

U={uecl,|x*#0}cU, (3.16)

agik altkiimesini verir. [J

Eger ¢ : N’ — N bir kafes homomorfizmast ise ve ¢ tasviri Ny kafesindeki bir ¢’ konisini
Ny kafesindeki bir or konisine tasvir ediyor ise ¢y : Mr — My dual tasviri S, yari-
grubunu S,/ yari-grubuna tasvir eder; béylece U,r — U, tasviri tanimlanir.

Ornek 3.14 Ejer o = {0} C Ng & R? ise U, = (C*)*"dir.

Céziim. Mg’deki her vektoriin 0 ile skaler ¢arpimm yine sifir oldugundan ¢¥ = My ola-
caktir. O halde S,, Fe! ve Fe} ile iiretilen bir yar-gruptur. (3.5) tamm: ile

C[Sa] = C[XeI ’ Xe;) X_e’{7 X_es] = (C[Xh X27 X1_17 X2—1]

elde edilir. X3, X5, X7 ve X5 ! degiskenlerini sirasiyla Zy, Z,, Z3 ve Z, ile gosterelim.
Bu durumda C|S,] halkasina izomorf koordinat halkast

C[S,] = C[Z1, Za, Z3, Zs] /1

seklinde tammlidir. [ ideali, Z;1Z5 = 1 ve Z,Z, = 1 bagimtilar ile iiretilen idealdir ve
C[S,] & C[Zy, Za, Zs, Zs)] < Z1Zs — 1, ZaZis — 1 >

elde edilir. Buradan U, = Spek(C[S,]) = V(Z1Z3 — 1, ZyZ4 — 1) olur. Bagka bir deyigle
U, = {(u1,us,u3,u4) € C* | uyus = 1, uguy = 1}.

Burada u; # 0 ve up # 0 alarak (ug, ug, us, us) — (U1, ug) izdiigiim tasvirini uygularsak
U, = {(u1,us) € C? | uy # 0,uy # 0} = (C*)?

elde ederiz. Gergekten de, 0 C Ng & R? oldugundan boyut(U,) = 2'dir. Ayrica
boyut(C[Z1, Zz, Z3, Z4]) = 4 olmasi [ idealinin 2 binomial ile iiretildigi anlamma gelir (bkz.
(3.14)). O

Ornek 3.15 Ejer o = {0} C Ng 2 R” ise U, = (C*)"dir.

Coziim. o'ya kargihk gelen dual koni 6V = My oldugundan S, =< Fej,..., Fe;, > olur.
S, ile

C[S,] =C[X1,.. s X, X7 4, X1
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polinom halkas: tammlamr. Burada X3 = Z1,..., X, = Zp, Xi' = Zpya, -, X5t = Zop
degisken doniigiimleri yaparsak

CIS,] = CZy,. .., Za)/I

elde ederiz. I ideali Z,...,Z,, degigkenleri arasindaki n bagmt1 ile tanimh olacaktir.
Bunlar

Zylinyy =1, 2320 2= 1,..., 2,25, = 1.

Dolaywsiyla Spek(C[S,]) =2 V(Z1Zp41 — 1, ..., ZyZo, — 1) Olur. ug #0,...,u, # 0 alarak
tamimlayacagimmz (uy, . .., Ugy,) — (Uy, ..., U,) izdisim tasviri ile

U, = {(u1,ua,...,u,) €C" | uy #0,...,u, # 0} = (C)” (3.17)

elde ederiz. Gergekten de, boyut(U,) = n ve boyut(C[Zy,..., Zs,]) = 2n oldugundan I
idealinin yiiksekligi n'dir (bkz. (3.14)).

Yukardaki ornegi S, igin farkh bir {ireteg kiimesi segerek tekrar yapalim.

A={e},... e, —€f —--- — e} kiimesini gézoniine alahm. Her ¢ igin

e; = (—ej—...—e})+ei+. . .+l +ef ,+...+¢€} olarak yazilabildiginden —e3,...,—€% € A
dir. O halde A kiimesini de S, icin bir iirete¢ kiimesi olarak segebiliriz. Boylece S, ile
C[S,] =C[Xq,..., Xy, (X1 X,)"!] polinom halkasi tanimlar ve X; = Z1,..., X, = Z,,
(X1 X,)! = Z,41 doniigiimleri ile

ClS,] 2 ClZ,..., Zp1]/1

elde ederiz. I ideali Z3,...,Z,4; arasindaki Z1Z5--- Z,,; = 1 bagmtis1 ile tanimhdar.
Dolayisiyla

Uy, & V(Z1Za...7%1—1)cC*!
= {(Ul, eee ,un+1) e Cntl I Upt1 = 1/’U.1’U,2 .. ’U,n}

olur. Burada u; # 0,...,u, # 0 alarak (uy,...,Us41) — (ug,...,u,) izdiigiim tasvirini
uygularsak o konisine kargilik yine U, 2 (C*)" afin varyetesini elde ederiz. []

Tamim 3.16 Ty 2 C* x ... x C* = (C*)" geklinde tanimh uzaya n-boyutlu afin cebirsel

torus denir.

C[S,] C C[Se] ve Ugoy C U, oldugunu daha 6nce gordiik. Oyleyse her ¢ C Ng konisi igin
U, afin varyetesi n-boyutlu torus Ty = (C*)" i agik ve yogun (bkz. Béliim 5) bir altkiime
olarak igerir. Bu nedenle, U, afin varyetesine torsal denir.
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Ornek 3.17 Ejfer o C Ng = R™ konisi Ng uzayman dreteclerinden n tanesi ile dretilmis

ise U, = C" ’dir.

Cozim. o igin Fe, ..., Fe, vektorlerinden herhangi n vektor secilirse oV dual konisi bu
vektorlere paralel olan Mg nin iiretegleri ile tiretilir. Her bir m; € {=e}, ..., Fe}} olmak

iizere
Se =< my,...,my > olur ve S, ile C[S,] = C[x™,...,x™] polinom halkasi tanimlanir.
Uygun degisken doniigiimleri ile

ClS,] 2 CZy, ..., Z)/I

elde edilir. (3.14) esitliginden bu koordinat halkasini tanimlayan I idealin yiiksekliginin 0
oldugu goriiliir. Bu da I =< 0 > olmasi demektir. Dolayisiyla

U, = Spek(C[S,]) 2V (<0>)=C"

olur. U, varyetesi, x™,...,x™ degigkenleri ile tanimh oldugundan U, = (C?xml”__’xm,,)
geklinde de yazabiliriz.

Ornek 3.18 Ejer o0 =< 2e; — e5, €3 >C Ng 2 R? ise U, = V(Z2 — Z,Z3) elde edilir.

Cézim. Verilen o konisine kargilik C[X;, X3 X5, X1 X2] polinom halkasini elde etmigtik
(Ornek 3.7). Eger X1, X1 X, ve X1 X2 terimlerini sirasiyla Zy, Z, ve Zs ile gosterirsek

ClX1, X1 X2, X1 X2] & C| 2, Za, Z3)/ 1

oldugunu goriiriiz. Buradan, ¢ konisini igeren en kiiciik lineer uzay R? oldugundan
boyut(U,) = 2'dir (Sekil 2.3). Ayrica boyut(C[S,]) = 3 olmas: I idealinin yiiksekliinin 1
olmasim gerektirir (bkz. (3.14)). O halde I ideali yalmzca bir binomial ile iiretilir. Bu
binomial, X3, X; X, ve X3 X7 degigkenleri arasindaki Z2 = Z; Z; bagmtisindan elde edilir.
Boylece

(C[Sg] &= C[Zl, Zz, Z3]/ < Z22 — 21Z3 >

olur. Buradan U, & Spek(C[S,]) = V(Z2—Z,Z3) elde edilir ve Sekil 3.2’deki gibi goriiniir.
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Y

Sekil 3.2 Koni iizerine konik.
Ornek 3.19 Eger 0 =< ey1,e3,—e3 — €4,e4 >C Np = R* ise U, = C* tur.

Coziim. 1y, = ey, Uy = €3, U3 = —€3 — €4 Ve Uy = €4 olsun. Ornek 2.5'te oldugu gibi oV de

dort vektor alalim ve iireteclerini aragtiralim:

vy = a1€; + agey + ase; + asey,
Vg = ble’{ -+ bzeg + b36§ + b4eZ,
v = c1€] + cae; + cael + caey,
vy = die}+ dael + dzes + dsej.

Dual tammindan, eger ¢ = j ise (u;,v;) = 0 ve eger ¢ # j ise (u;,v;) > 0 dir. Elde
edecegimiz denklem sistemlerini ¢6zerek

v = ages+ az(—e3) + as€; €< €3, —e3,€; >

va = bie] + bs(—e3) + bue; €< €], —e3,€; >

v3 = cie) + ey +cs(—ef+ey) €E<el, ez, —e3+e€; >
vy = di€] + daey — dze; €< €7, €5, —e3 >

elde ederiz. Dolaysiyla 0¥ =< e}, €5, —e}, —e} + €} > olur.

S, =< e, e, —e5,—e5 + e > ile C[Xy, Xz, X5, X5 X,] polinom halkasim tammlariz.
Ornek 3.17°de oldugu gibi burada boyut(U,) = 4 ve boyut(C[S,]) = 4 oldugundan
C[Xy, X2, X571, X571 Xy & C[Z1, Z2, Z3, Z4)/ < 0 > olur. Dolaysiyla U, = Spek(C[S,]) &
V(< 0 >) = C* elde edilir. O
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Ornek 3.20 Ejer o0 =< e; >C Ng 2 R? 4se U, = C x C* dir.

Céziim. Dual koni, e; vektoriine dik ve skaler carpimm sifirdan biiyiik olan vektorleri igerir.

Dolayisivla ¢V, e, e} ve —e} ile iiretilir:
) €15 €9 2

Sekil 3.3 0 =< e; > konisinin duali.

Boylece S, =< e, e, —es > ve C[S,] = C[Xy, X, X5"] olur. Xy = Zy, Xo = Zy ve
X;1 = Z3 olarak tanimlayalim. C[S,|'nin iiretegleri arasinda Z;Z3 = 1 bagmtisi vardir.
O halde C[S,]’ya izomorf koordinat halkas:

(C[Sg'] & (C[Zl, Zg, Z3]/ < Z2Z3 —1>
geklinde tanimhidir. Buradan
U, 2 V(ZaZs — 1) = {(u1,u2,u3) € C* | ug" = ug} (3.18)

elde edilir. ug # 0 olmak fizere (uy,up,us’) > (us,us) izdiigiim tasvirini uygularsak
U, =2 C x C* elde ederiz.

Ornek 3.21 Ejer o =< e1,e3 >C Ny = R? ise U, = C? x (C*)?’dir.

Céziim. oV nin iireteclerini v; = a1€} + azel + azel + aq€] ve va = by + bael + byes + bael
olarak 6nerelim. Dual tanimindan (e, v,) = 0 ve (e2,v1) > 0 oldugunu biliyoruz. Buradan
a1 = 0 ve ag > 0 olur. Aymica (e1,v2) > 0 ve (eg,v2) = 0 oldugundan b; > 0 ve by = 0
olmahdir.

O halde as > 0, by > 0 ve a3, a4, b3, by keyfi secilmig katsayilar olmak iizere

V1 = ag€} + agel + as€; ve vy = bie] + bgej + byej tiir. O halde vy €< €3, Fe3, Fej > ve
vy €< €, Fes, Fei > olur. Bu da, vy, v2 € ¢¥ olduguna gore 0¥ =< e}, €3, Fe3, Fej >

olmast demektir.
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Boylece S, =< €},¢e5, Fe5, Fej > yan-grubu ve C[S,] = C[X;, Xa, X3, X4, X34, X 1]
polinom halkas: elde edilir. X3 = Zy, Xy = Zo, X5 = Z3, Xa = Zy, X5' = Z5, X' = Zs
olarak tanimlayalim. Bu degigkenler arasinda Z3Z5 = 1 ve Z;Zg = 1 bagintilar1 vardir.
Oyleyse

(C[S,,-] & (C[Zl, ce ,Ze]/ < 23— 1,247 — 1>

olur. Buradan U, & V(Z3Z5 — 1, Z4Zg — 1) elde ederiz. U, iizerinde uz = uz* ve uy = Ug 1

oldugundan ug # 0, us # 0 alarak

(1, Ua, U3, Ua, Us, Ug) —> (Ur, Un, Us, Us)

izdiigiim tasvirini tanimlayabiliriz. Bu tasvir ile U, = C? x (C*)? elde ederiz.

Daha genel olarak:

0

Ornek 3.22 Ejer 0 C Ng 2 R”, ey, ez,...,eq vekiorieri ile tiretilen bir koni ise
U, = C¢ x (C*)"4dir, d < n.

Cézim. Ornek 3.21'de izledigimiz yol ile ¢¥’nin iireteglerini bulahm. Bunun icin, oV
konisinde d tane iireteg vektorii tanimlamamiz gerekir. Bunlar v,...,v, olsun. Dual
tammindan ¢ = j i¢in (e;,v;) = 0 ve i # j i¢in (e;,v;) > 0 olmaldir, (4,7 = 1,...,d).
Bu ifade-lerle elde edecegimiz denklem sistemini gozersek v; vektorlerinde e}, 4,..., €}
vektorlerinin katsayilarinin keyfi ve e} vektorlerinin katsayilarimin sifir oldugunu goriiriiz.
Buradan v; €<ej,...,€; ;,€4,...,€5 Fe€h1,-.-,Fe; > elde edilir. Dolayisiyla

oV =<ef,...,e,—€1 1, —€dia, ..., —€h > oOlur.

S, i¢in e, eq,...,€n, —€441 — €442 — *++ — €, vektorlerini iireteg olarak secebiliriz. Bu

durumda S, yari-grubuna kargilik
C[Sa] = (C[Xh RN Xn, (Xd+1 Tt Xn)—l]

polinom halkasim tanimlariz. X; = Zy,...,X, = Z, ve (X441 --- X,,) ™! = Z,,,1 doniigiim-
leri ile Zyy1 - - - Z,y1 = 1 bagitisim elde ederiz.

Dolayisiyla o konisine U, & V(Zgy1 +++ Znyy — 1) € C™* torsal varyetesi kargilik gelir.
Ugyr #0,..., U, # 0 alarak (ug,...,Un, (Us - Up)"L) = (uy,...,u,) izdigiimiini uygu-
larsak

Ua = {(ula e s'u'n) eC” I Ud+1 7é Oa ceeylUn 7é 0} = (Cd X (C*)n_d (319)

elde ederiz.
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4. PROJEKTIF TORSAL VARYETE

4.1 Projektif Torsal Varyetenin Olusturulmasi

Bu boliimde, tam digbiikey rasyonel konilerin belirli ozellikleri saglayan bir kiimesini
gozoniine alacagiz ve bu kiimeye kargihk gelen torsal varyeteyi olugturacagiz. Boyle bir
kiimenin 6zelliklerini agagidaki gekilde tanimlayacagiz:

Tamm 4.1 A = {01,...,0%} C Nr kiimesini gozonine alalim. Ejer A\ kiimesindeki

(%) her bir koninin wizi yine A\ kiimesinde bir koni ve

(i) herhangi iki koninin kesigimi bu iki koninin de bir yiizi

ise A\ kiimesine N kafesinde tansmh bir fan denir.

Ornek olarak, agagidaki gekilde verilen koniler, Ng & R? kafesinde beg konili bir fan

olugturur:

Sekil 4.1 A = {01,049, 03, 04,05} fan1.
Fandaki bir koninin bir yiizii yine fanda bir koni belirttigi i¢in bir yiiziin koniye gore
dualini veren agagidaki 6nermeye ilerde ihtiya¢ duyacagz.

Onerme 4.2 Ejer 1 < o ise, A € ¢V igin T = o N AL

7V = 0" 4+ Ryo(—A) olur. (4.1)

Ispat. T < o oldugundan oV C 7V dir. (w,v) < 0 olacak gekilde w € 7V ve v € o
vektorlerinin varoldugunu kabul edelim. w;,...,wu, vektérleri o konisinin iiretecleri ise v

vektoril v = a1uy + . .. + G, (a; € R), olur. Buradan

(w,v) = a1(w,u1) + -+ - + an(w, u,) <0
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olur. Eger p > maz{|a;(w,u;)|} olacak gekilde bir p € Ry sayis: segersek w + pA vektorii
ile o konisinde bulunan her vektériin carpimu sifir ya da pozitif olur. Bagka bir deyigle
w+ pA € ¢V dir. Buradan w € 0¥ — pA C ¥ + Rxp(—A) ve dolayisiyla

7 C oV 4+ Rxo(—H) (4.2)

elde ederiz.

Eger v € 0¥ ve v/ = v + p(—X) € 0¥ + Ryo(—A) alirsak herhangi bir ¢ € 7 igin (¢,A) =0
ve (v,t) > 0 bulunur. Boylece

(', t) = (v,t) + p(— A, t) = (v,t) —p(A, 1) = (v,2) > 0
elde edilir. Bu da v' € 7V demektir. Dolayisiyla
oV +Rso(=A) C 7" (4.3)

olur. Sonug olarak, (4.2) ve (4.3)'den 7V = 0V + Ryo(—A) oldugu goriiliir. [

Ornek olarak, Nz = R? kafesinde, 0 =< ej,e; > konisini ve bu koninin 7 =< e, >< o

yliziinii gozoniine alalim:

Sekil 4.2 o =< e;, €2 > konisi ve T =< e; > yiizii.
o ve T konilerinin dualleri sirasiyla 0¥ =< €}, €} > ve 7V =< €}, —€}, €5 > olur (Sekil 4.3).
Acikca goriiyoruz ki
P 0¥ 4 Ron() (84

dir. Aym zamanda 7 yiiziiniin, A = €} igin 7 = o N (e})* olmasi 7V = 0¥ + Ryo(—A)
egitligini verir.
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Sekil 4.3 0 =< e;1,e2 > ve T =< e; > konilerinin dualleri.

Onerme 4.2’den faydalanarak gu sonuca ulagilir:

Sonug 4.3 (Oda, 1985) T < 0 ve A € 0V olmak dizere T = 0 N A olsun. Bu durumda
Sy = Sy + Z>o(—A) dar. (4.5)

Simdi, bir A = {04, ...,0,} fanina kargihk gelen torsal varyeteyi olusturalim:

(a) Fandaki her bir koni i¢in afin varyete olugturmak

Bu iglemi, iigiincii boliimdeki bilgilerimizi kullanarak gergeklegtiriyoruz.

(b) Afin torsal varyetelerin yapigtirilmas:

Tanim 4’deki (44) ozelligini kullanarak fandaki konilere kargilik gelen afin torsal varyeteleri

yapigtiracagiz. Fanin, sirasiyla iki, iig,... koni icerdigi durumlar: gézoniine alarak devam
edelim.

e n = 2, yani, A = {01,02} C Ng = R” geklinde iki konili bir fan olsun. oy ve o9
konilerinin ortak yiizii 7 = o1 N o3 olsun. Oyleyse, U, hem U,, afin torsal varyetesinin
hem de U,, afin torsal varyetesinin agik bir altkiimesi olur (Onerme 3.13). Bundan bagka,

Ua1 n UT = Ua'lﬂ'r ve Ua‘2 n U—,- = Ug’2n'r (4:.6)

dir. Simdi, U, — U,, ve U, — U,, tasvirlerini taniyalim:

Eger \; € oY, T = 01 N A{ ve S,, yar-grubunun iiretecleri a,,...,a; vektorleri ise S,
yari-grubunun iiretegleri ay, . . ., ag, —A; vektorleri olur (Sonug 4.3). A; € S,, oldugundan
A1 = a; kabul edebiliriz. Bu durumda, S, yari-grubunun iiretegleri arasinda, S,, yar-
grubunun iiretecleri arasindaki bagintilar ve bunlara ek olarak, azar,; = 0 bagm-tisi
vardir. Bu son bagnti, C[S;] polinom halkasinda X3 Xy, = 1 bagmtisim1 verir. Boylece
U, ve U,, afin torsal varyetelerinin

Uy, = {(ug,...,uzs) € C*}
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U, = {((u,... e urs1) € C | upupys = 1} (4.7)
oldugunu buluruz. Dolayisiyla
(g, . .-, Uiy Uiep1) > (tig, ..., Ug) (4.8)
izdiiglim tasviri
U, 2U,, — {ur=0} (4.9)

izomorfizmasini verir.

Bu kez de 7 yiiziinii, A\; € oy icin 7 = g3 N Af olarak ele alahm. S,, yari-grubunun
fireteclerini by, ..., b vektorleri ile gosterirsek, S, yari-grubunun iiretecleri by, ..., b, —A2
vektorleri olacaktir. Eger b; = Ay ve b1 = — A ise S; yari-grubundan, S,, yan-grubunun
iiretecleri arasindaki bagintilara ek olarak b; + b1 = 0 bagintisini elde ederiz. Bu bagint
CIS,] polinom halkasinda X;X;;; = 1 bagmtisin1 verir. Boylece, U, ile U,, afin torsal
varyeteleri agagidaki gekildedir:

Upp = {(v1,...,m) €C'}
U, = {((v,-.-,9,031) € C oppa = 1} (4.10)

Dolayisiyla v; # 0 kogulu ile tanimlayacagimiz

(v1y ..., U, Ui41) ic (v1,...,11) (4.11)
izdiigiim tasviri ile

U, 2 U,, —{u =0} (4.12)

elde edilir.

U,, ile U,, afin torsal varyeteleri arasindaki (4.8) ve (4.11)’de verilen ¢; ve ¢, tasvirlerinden
elde edilen

y=¢o0¢7* : Uy, — {ug =0} —» U, = Uy, — {v; =0} (4.13)

tasvirine yapistirma tasviri ad verilir. Yapigtirma tasviri, U,, ve U,, varyeteleri arasinda

U, boyunca bir gecig saglar. Bagka bir deyigle -y tasviri

(ul, .Uy, 'u,l_,.l) = (’Ul, ee ey U, vl—l—l) (4.14)

koordinat déniigiimiidiir. Boylece A fanina kargilik gelen torsal varyeteyi
X(A) = U,, UU,, olarak elde ederiz.
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Ornek 4.4 Eger A C Ng 2 R fam 014 =< €1 > ve 03 =< —e; > konilerinden olusuyorsa

X(A) = P dir.

Cozim. A\ fam agagidaki gekildedir:

—€1 €

Sekil 4.4 A = {0y, 03} fan.

Once o1 ve oy konilerine kargilik gelen afin torsal varyeteleri bulahm. Konilerimiz, Ng
kafesinin birer iireteci ile iiretildikleri i¢in U,, ve U,, afin torsal varyeteleri C kompleks
uzaymn birer kopyas: olur (Ornek 3.17):

Ual 2Cx = {u1 € C},

U02 = Cx—l = {ul_l S C}.

Konilerin ortak yiizii 7 = o3 N oy = {0} yiizidiir. 7 = {0} yiizli o, konisi {izerinde
7 = 0;N(e})" seklinde ve o, konisi fizerinde T = 05N (—e*)* geklinde tanimlanir. Oyleyse,

T, S; =< €}, —€} > yan-grubunu verir. Buradan, C[S,] = C[X, X~!] polinom halkasin

ve
Uq- = Spek((C[X, X_l]) = {(ul,’le) c C2 I UjUg = 1}

afin torsal varyetesini buluruz. wu; # 0 ile verilen (uy,u;') + u; izdiigiim tasviri ile
U, = C* elde ederiz. Boylece

14

U'r U0'1 - {ul = 0}1
U, = U, —{u;'=0}

olur. Dolayisiyla U,, ile U,, arasindaki yapigtirma tasviri X s X! koordinat doniigiimii
ile tammlanur. $imdi X = £ doniigiimii ile, daha énce (2.34) ile tammladigumz, §; : C —
P, (i = 0,1), tasvirlerini kullanarak

z—lﬁg (1:%l
0 0
gy (g
t t

homojen koordinatlarina gegelim. Béylece, U,, ve U,, afin torsal varyeteleri, P* projektif
uzayinin sirasiyla tp # 0 ve ¢; # 0 ile tammh acik altkiimelerine kargihk gelir. Yani, U,,
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ve U,, varyetelerini X +» X~ doniigiimii ile yapistirmak P! projektif uzaymm iki agk
altkiimesinin birlesimini almaya esdegerdir. Oyleyse

X(A) =Pdir. O

e n =3, yani, A = {01, 09,03} seklinde ii¢ koniden olugan bir fan olsun. Bu fana kargihik
gelen torsal varyeteyi tammlamak igin, fanin elemanlarmi 6nce ikiger ikiger gozoniine
alacagz.

o1 ve oy konilerinin ortak yiizii 71 = 01 N oz olsun. A; € gy ve A2 € oy vektorleri ile
71 = 01N A} ve 13 = 03 N Ay geklinde tammh oldugunu kabul edelim. O halde U, Uy, ve
U,, afin torsal varyeteleri arasinda

¢1 : U.,-1 — U',,1 - {’U,k = 0}
o : U, > U,,—{v=0} (4.15)

izomorfizmalarimi buluruz. Dolaysiyla, U,, ve U,, arasindaki yapigtirma. tasviri

"n= ¢2 °¢1_1 : U01 — Uaz

(ul, ... ,ul,ul+1) — (’01, A ,’l}l,'UH_l) (416)

geklindedir.

Simdi, oy ve o3 konilerini gézoniine alahm. 75 = 09 N o3 bu iki koninin ortak yiizii olsun.
T ylizil, 02 konisi iizerinde y; € oy i¢in 72 = o7 N pi" ile tanimh olsun ve y; vektorii U,
afin torsal varyetesi iizerinde x** = X, doniigiimii ile elde edilen koordinata kargilik gelsin.
Boylece, U,, ile U,, arasinda agagidaki gibi bir izdiigiim tasviri tanimlayabiliriz:

¥ Uy — U,y — {v, =0} (4.17)

Simdi, 73 yliziiniin, o3 konisi iizerinde, ys € 0y igin 72 = 03 N py geklinde tanimh oldugu
durumu diigiinelim. py vektorii C[S,,] halkasmda x*2 = X, doniigiimii ile elde edilen
koordinata karsilik gelsin. Bdylece, U,, afin torsal varyetesi, U,, varyetesinin X, # 0
kogulu ile tanimh altkiimesine izomorf olur:

Wy : Up, — Uyy — {w, =0} (4.18)

(")yleyse, 1 ve 1y izomorfizmalan, U,, ve U,, arasindaki agagidaki yapigtirma tasvirini

verir:

Yo =Ppothy " : Uy, — Usy (4.19)
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Boylece (4.16) ve (4.19)’yi kullanarak U,,, U,, ve U,, afin torsal varyeteleri
—1 -1
Us, @_) Un 22” Uo, dﬁ') Ur, 1/”2’ o3 (4'20)

ile yapigmg olur. Ug konili A famna kargilik gelen torsal varyete 75 o 7 ile bulunan
X(A) =U,, UU,, UU,, kiimesidir.

Ornek 4.5 Ejer A C Ngr 2 R? fam, 01 =< e1,e3 >, 09 =< —e; — €3,€3 > 1€
03 =< e1,—e; — ey > konilerinden olusuyorsa X (A) = P* dir.

(Coziim. Verilen koniler ve dualleri agagidaki gekildeki gibidir:

Sekil 4.5 Koniler ve dualleri.

Oyleyse, kargilik gelen yari-gruplarimiz
So:[ =< e;,e; >, 50-2 =< _6;, —'6; + 6; > ve Sfra =< _637 6’; - e; >

olacaktir. Bu, U,,, (i = 1,2, 3), afin torsal varyetesinin C? kompleks uzaymin bir kopyast
oldugu anlamina gelir (bkz. Ornek 3.17); yani,

Uy, & C%x,y), U, & (C%X—l,X—lY)a Us; & C%Y—l,XY*'l) (4.21)
elde edilir.

Once o1 ve 05 konilerini ele alalim. Bu konilerin ortak yiizii 71 =< ey >’dir. Bu yiize,
S, =< ei,—e€}, €5 > yari-grubu ve bu yarn-gruba da C[S,] = C[X,X1,Y] polinom
halkast kargilik gelir. Boylece U,, = {(u1, 2, u3) € C? | wyua = 1} = C% x Cy elde edilir.
U,, ile U,, afin torsal varyeteleri arasindaki

(1,07, us) & (ur, us) (4.22)
izdiiglim tasviri ile

U, 2 U, — {u =0} (4.23)
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elde edilir. Ote yandan, 7, yiizii 0, konisi fizerinde 1y = oy N (—e?)* geklinde tammhdur.
Benzer gekilde U, ile U,, arasinda

(ur, uyt us) B (™, upus) (4.24)
izdiiglim tasviri ve bu tasvirden,

U, 2U,, — {u;* =0} (4.25)
elde edilir. Yani, U,, ile U,, afin torsal varyeteleri

(X,Y) - (X1, Xx7Y) (4.26)

doniiglimii ile yapigtiriimalidir.
Benzer iglemleri oy ve o3 konilerine uyguladigimzda, U,, ve U,, afin torsal varyeteleri

arasindaki yapigtirma tasvirinin
(X LX) (YL, XYY (4.27)
oldugunu goriiriiz.

Son olarak, bu varyetelere X = % ve Y = £ doniisiimlerini uygulayalm. Her bir koni
i¢in elde ettigimiz U,,,, afin torsal varyetesi sirasiyla g; : C* — P?, (i = 0,1,2), tasviri ile

t1 tz 1 1o

X,Y)= 1:—=:—=

( ) ( ( tO t[),

_ to tz By to ta

X1 ¥y = —_:l:=
1 - to t1 to T

YyLXy 1) = =:=:1

( ) =@ DB

homojen koordinatlarim verir. O halde, U,,,, afin varyetesi P? projektif uzaymmn ¢; # 0
ile tanimh acik altkiimesine izomorftur. Dolayisiyla U, ile U,, ve U,, ile U,, sirasiyla
(4.26) ve (4.27) tasvirleri ile yapigtirilarak (¢ : ¢; : t2) homojen koordinatlar ile tanimh
P? uzay: elde edilir. Boylece

X(A)=P* olur. O (4.28)

e A fam o04,...,0, konilerinden olugsun. Yukarda oldugu gibi, énce her bir ¢; € A
konisine kargilik gelen U, afin torsal varyetesi bulunur ve ortak yiizleri olan her iki koniye
kargilik gelen afin torsal varyeteler yapigtirilir. Daha sonra, elde edilen torsal varyeteler
kendi aralarinda yine ortak yiizler boyunca yapigtirilir ve bu gekilde devam ederek verilen
fana kargilik gelen torsal varyete

Xy =||u, (4.29)

oEA



olarak bulunur.

Ornek olarak, Ng = R™ kafesinde n + 1 koniden olugan bir fan1 gozdniine alahm.

v=—e; — ey — -+ — €, olmak iizere bu koniler
0g =< €1,€,...,Ep_1,Ep >
01 =< €1,€2,...,Ep_1,V >
02 =< €1,€3,...,U,€, >
Op—1 =< €1,Vy...,€p_1,Ep >
Op =< V,€2,...,Ep_1,En >

seklinde tammb olsun. Ornek 4.4 ve Ornek 4.5’te oldugu gibi, her o; icin bir U,, afin torsal
varyetesi bulunur. Bu torsal varyetelerin C” uzayma izomorf olacag: aciktir; dyleyse, Us,
varyetesi P* uzaymin bir agik altkiimesine izomorftur. Bundan sonra, verilen konilerin
ortak yiizleri sayesinde her i, j icin U,, ve U,, yapigtihr ve X (A) =P" elde edilir.
Demek ki, verilen bir fana karsgihk gelen torsal varyete, fandaki her bir koniye kargihk
gelen afin torsal varyetelerin bir ayrik birlegimidir. Asgagidaki 6nerme ile X{(A) torsal
varyetesinin Hausdorff oldugu goriilir.

Onerme 4.6 (Fulton, 1997) Ejer o1 ve oo ortak bir yuzde kesigen iki koni ise

Usinoy = Usy X Uy, capraz tasviri kapals bir gomailistir.

¢ : N\ — N kafes homomorfizmasimi, N kafesinde bir A famin1 ve N’ kafesinde bir A’
fanini g6z6niine alalim. Eger, her o’ € A konisi i¢in ¢(0’) C o olacak gekilde bir ¢ € A
konisi varsa U, — U, C X(A) tasviri tammlar (Oda, 1985). Bu tasvirlerin baglanmasiyla

b, 1 X(A) — X(A) (4.30)

tasviri elde edilir.
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4.2 Diger Ornekler

Ornek 4.7 Efer A C Ng & R? fam 01 =< e1,e3 > ve 03 =< e1,—ey > konilerinden
olusuyorsa X(A) = C x P* dir.

Cozim. A fam agagidaki gekildedir:

Sekil 4.6 01 =< ey, e > ve 03 =< ey, —e > konileri.

Ornek 3.17°den, U,, = Clx.yy ve Us, = Clx y—1) elde ederiz. Fandaki konilerimizin ortak
yiizii 7 = 01Nog =< e > dir ve U, = Cx x C§; varyetesini verir (Ornek 3.20). Dolayisiyla
U, tizerindeki Y # 0 kogulu ile

IR

U,
U,

Ual —_ {U2 = 0}
Utfz - {u-2—1 = 0}

IR

izomorfizmalarini elde ederiz. U,, ve U,, iizerinde ¥ = % doniisiimiinii uygulayalim.
G; : C — P, (i = 0,1), tasvirleri ile U,, ve U,,’den projektif uzaymn agik altkiimelerine
bire-bir egleme elde ederiz:
v by B b

to to -
(XY = (X, 2) B (X, )

1 1
Boylece (X,Y) — (X,Y™!) yapigtirma tasviri (ug,(fo : £1)) koordinatlan ile tammh
X(A) =C x P verir.

Ornek 4.8 Ejer A C Ng & R? fans 01 =< ey,€3,€3 > ve 03 =< ey, €3, —e3 > koni-
lerinden oluguyorsa X (A) = C? x P dir.
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Céziim. Oyleyse U,, = C‘(’X’K 7 Ve Uy, (C:(’X,Y’ z-1y varyetelerini buluruz ( Ornek 3.17).
Bu iki varyeteyi (X,Y, Z) — (X,Y, Z™!) tasviri ile yapigtirahm. Once Z = -% doniigiimiinii
yapahm. Us, ve U,, iizerinde f3; : C — P!, (i = 0, 1) tasvirlerini uygularsak:

(xv.2) B (v, 2
XYz B (XY,
elde ederiz. Boylece
Uy, 2 {(ur,us,(1: f—;)) €CxP}=C2x U
Uy = {(u1,us, (32 1) € X P} =C2 x U

olur. (X,Y,Z) — (X,Y,Z7") tasviri ile bu varyeteleri yapigtirarak (uy,us, (i : 1))
noktalar: ile tanimh

X(A)=C?*x P!
uzayini elde ederiz.

Ornek 4.9 Eger A C Ng & Rfam, 0y =< ey, €9, €3,€4 >, 09 =< €1,€2, —€3 — €4, €4 > V€

03 =< €1, €3, €3, —e3 — €4 > konilerinden oluguyorsa X (A) = C2 x P? olur-

Céziim. Ornek 2.5 ve 3.19'da oldugu gibi bu konilerin dualleri agagidaki gibidir:

v * ok k%
0p = < ep,€y€3,€4 >,
v *® % * * *
Oy = <e€,6, €3 —€3+e >,
v * %k * % *
O3 = < €,€6 —€,€3—€ >.

01, 03 ve o3 konileri ile

Usp = C?X,Y,Z,W))
Usy, = C?X,Y,Zﬂ,z—lvv),
U = Clxyw-1.zw-1) (4.31)

varyeteleri tantmlanir (Ornek 3.17). Bu varyeteler iizerinde Z = & ve W = £ doniigiimlerini
ve ardindan 3; : C?2 — P?, (i = 0, 1, 2) tasvirlerini uygulayarak

X,Y,2,W) B (x,Y,(1: L. B2y
to 1o

(XY,27, 27 W) B (XY, (2 110 2)
1 1

X, Y, W, 2w & (XY, (2_0 : ;l 1))
2 2
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elde ederiz. Béylece her U,,,,, P* uzaymn t; # 0 ile tammh agik altkiimelerinin birer
kopyasimi igerir (i = 0,1,2). Once U,, ve U,, uzaylarm (X,Y, Z, W) — (X, Y, Z~1, Z7'W)

tasviri ile yapigtiraim. Sonra, U,, ve U,, varyetelerinide (X,Y, Z71, Z7'W) — (X, Y, W™, ZW—1)
tasviri ile yapigtirahm. Buradan, (ug,us, (fo : ¢; : t2)) koordinatlarin: elde ederiz. Dolayisiyla

X(A) =C? x P? olur.

Genel olarak C* x P® uzayim elde etmek icin Ng 2 R**? de tamuml b+ 1 koniden olugan

bir fan segiyoruz. v = —e; 41—+ — €445 Olmak lizere bu konileri
oy = < €1,...4,€4,€4415+-+,Catb—1yCatb >
Og = < €1y.-+3€4,€a41y-.5Ea1b-1,V >
o3 = < €13.443€ayCatlyee-;s U Capp >
Opp1 = < E1y.-23€a3U; .- 3Ca1b—15Ca4bh >
geklinde tanimhliyoruz.

Ornek 4.10 Ejfer A\ C Ng 2 R? fam 01 =< €,e3 >, 09 =< —e1, €3 >,

03 =< —ey,—€3 > ve 04 =< ey, —ey > konilerinden olusuyorsa X (A) = P' x P* olur.

(6zim. Verilen fandaki koniler agagidaki gibidir:

Sekil 4.7 01 =< e1,e3 >,09 =< —ey, €3 >,03 =< —e1, —€y > Ve 04 =< €1, —€y > konileri.

Her bir o; konisine

Us, 2 Clxyy Us, & Clx1y)
Uds = C%X—l,Yﬂ)a U¢74 = C?X,Y—l)

afin torsal varyeteleri kargihik gelir (Ornek 3.17). Her bir varyete iizerinde X = &
doniigiimii yapalm. Ornek 4.4’de inceledigimiz gibi U,, ve U,, iizerinde birinci koor-
dinatlar P* uzaymin sirastyla to # 0 ve ¢, # 0 ile tammli acik altkiimelerine kargiik gelir.
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X +— X~ tasviri ile U,, ve U,,’i yapigtirarak ((to : £;),Y") koordinatlar: ile tanimli P* xCy
uzaym elde ederiz.

Benzer gekilde U, ve U, varyetelerini de X +— X! tasviri ile yapistirarak bu kez
((to : t1), Y1) koordinatlar: ile tammh P* xCy—: uzayin elde ederiz.

Son olarak, IP"%( xCy ve ]P’}X X Cy -1 uzaylarim yapigtirmamiz gerekiyor. Bunun igin Y = z—z
doniigiimii yapalim. Bu iki uzay sirasiyla P' uzaymm sy # 0 ve s; # 0 ile tanimh
altkiimelerinin birer kopyasim igerir. Dolayisiyla Y + Y ! tasviri ile Py XCy ve Pk xCy—1
uzaylarmi yapigtirarak X (A) = P! x P' = {((to : t1), (S0 : 51))} projektif torsal varyeteyi

elde ederiz.
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5. TORUS ETKIiSI ve YORUNGELERI

5.1 Afin Torsal Varyete Uzerinde Yoriingeler

n-boyutlu N kafesi i¢in cebirsel torusun
Tn = N ®; C* = Hom(M, C") = Spek(C[M]) = Uiqg (5.1)

geklinde tanimlandigini hatirlayalim. Bu boéliimde, 6nceki béliimlerde buldugumuz afin ve
projektif torsal varyeteler tizerindeki torus etkisini ve yoriingelerini caligacagiz.

Tamm 5.1 G bir grup ve A herhangi bir kiime olsun. Her g € G vea € A igin(g,a) — g-a
ile tansmlanan bir f : G x A — A tasvirini gézonine alalim.

(?) g,h € G ve a € A igin g(ha) = (gh)a ve

(i) G grubunun etkisiz elemans e olmak tzere ea = a

ozelliklerini saghyorsa f tasvirine G grubunun A zerine etkisi denir.

Tamm 5.2 Yukardaki tanimda verilen A kiimesinin
Ou={g-a|geG} (5.2)

seklindeki noktalarinan kimesine f etkisinin a noktasina gore yoringesi denir.

Eger a,b € A igin g - a = b ise a ve b aym yoriinge iizerindedir. Bu durumda b, a’ya denk
kabul edilir ve a ~ b ile gosterilir. A’nin her eleman: bir yoriingeye aittir. Grup etkisinin
yoriingeleri A kiimesini ayrik altkiimelere ayirir ve
A=|]o,

a€EA
geklinde yazilir (Dummit, 1991).
Afin cebirsel torus Ty = (C*)", carpma iglemine gore bir gruptur, yani ¢,%, : M — C*
olmak iizere her u € M igin

(tl . tg) (u) = tl(u) . tg('lL) eC* (53)

dir. Birim eleman, her v € M igin t(u) = 1 egitligini saglayan ¢ elemamdur.

o; = (041,...,0p) € Z® olmak ilzere m; = o€l + ... + aze’ vektorleri S, igin bir
tireteg kiimesi olsun, ¢ = 1,...,r. U, nin V(I) C C" ile temsil edildigini kabul edelim:
U, 2 V(I). I ideali x™,...,x™ iistel terimleri arasindaki bagintilardan elde edildigi
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icin (x™(t),...,x™ (%)) =t™,...,t* € V(I) N (C*)" olacaktir. Bu durumda Ty ile U,

arasinda
tr2s (™ (8, ..., X™ @)™, ..., ) e V(I) N (C*) (5.4)

geklinde tamimlanan ¢ izomorfizmas elde edilir. Boylece Ty, ¢ tasviri ile U, i¢ine gomiilebi-
lirdir denir (Dummit, 1991).

Ornek 5.3 U, = V(Z2 — Z,Z3) torsal varyetesinin boyutu 2 oldufundan 2-boyutlu afin

cebirsel torusun U, tzerindeki etkisi, her t = (t1,t2) € Tw icin

(t1, t2) = (X" (1), x2(8), x™ (t))

tle tansmlanir. S, yari-grubu, v, = €], va = €] + €5 ve v3 = e} + 2e5 vektorleri ile
uretildiginden (x*,x",x"?) = (X1, X1 X, X1X2)’dir. Dolaypsiyla Ty — U, gomiilisi
(t1,12) > (t1, trita, 1it3) seklinde tanimbdar.

Daha genel olarak, x € U, elemam z : S, — C yar-grup homomorfizmas: tanimlar.
(")yleyse,

Ty x Uy — U, (5.5)
etkisi tanmimlanabilir. Bu etki, her u € S, = ¢¥ N M icin
(t-z)(uw) =t(u) - z(u) € C (5.6)

olmak iizere (t-z) — t-z ile tanumlanmgtir. Ty-etkisinin U, nin bir temel agik altkiimesi
olan Ujgy = Ty kiimesine kisitlamasi, T iizerindeki grup etkisi ile aymdir. Daha genel

olarak s6ylemek istersek,

Onerme 5.4 Eger T < o bir yiz ise U, tzerindeki Ty etkisi, U, dzerindeki Ty-etkisinin

genisletilmigidir.
Afin torsal varyeteler arasinda tanumlanan yapigtirma igleminden
Ty x X(A) — X(A) (6.7)

etkisi elde edilir.

Simdi X (A) afin varyetesinin Ty-etkisinin yriingelerinin ayrik bir birlegimi olarak yazila-
bilecegini gorelim: Bunun icin, 6nce T grup etkisinin yoriingelerini taniyalim. N kafesin-
deki bir A fanindaki bir ¢ konisini gézoniine alalim. Koninin her 7 yiiziine kargihk U,

iizerinde bir yoriinge vardir ve her yoriinge bir z, ozel noktas: igerir.
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Tamm 5.5 Her 7 < o yiizi icin

- 1 —ues, ise (5.8)
0 —u¢S, ise

seklinde tansmlanan z, : S, — C yari-grup homomorfizmasina 6zel nokta ads verilir.

Onerme 5.6 u € S, ise —u € S, olmass i¢in gerek ve yeter kogul u € TN M olmasidur.

Ispat. —u € S, olsun. Bu durumda, her v € 7 igin (—u,v) > 0 saglanir. Oyleyse
(u,v) < 0 olur. u € S, olmasi (u,v) = 0 olmasim gerektirir. O halde u € 7+ N M’dir.
Eger u € 75 N M ise her v € 7 i¢in (u,v) = 0’duw. Bu durumda (—u,v) = —(u,v) =0 ve
dolaywsiyla —u € S,; elde edilir. O

Dolaysiyla x, Gzel noktas:

. (5.9)
0 diger durumlarda

{1 ueTtNM ise
U —
geklinde de tamimlanabilmektedir.

Tamm 5.7 ., 7 < o yizine kargihk gelen 6zel nokta olmak izere U, tzerinde x, nok-

tasina ait yoringe

O,=Tx- -z, (5.10)
kimesidir.

Bir yoriingenin kapanig:

V(r)=0,U{0} (5.11)
seklinde tanimhdir.

Onerme 5.8 Eger boyut(o) = n ise O,, n-boyutly afin uzayda orijine kargilik gelir.
Onerme 5.9 Ejer boyut(r) = k ise O, = (C*)** dur-.

Not 5.10 7 = {0} ise O, = Ty olur. Ty — U, ile Tn noktalars ile U, 'nan orijin disindaki
tim noktalar arasinda bire-bir egleme elde edilir (bkz. (5.4)). Dolayisiyla V(1) = Ty U

{0} = U, olur. Bu da Ty, U,’nin acik ve yogun bir altkimesi oldugunu soyler.
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Ornek 5.11 U, = V(Z2 — Z1Z5) afin torsal varyetesinin yoringelerini bulalm.

(Coziim. Bu varyeteyi 0 =< 2e; — eq, e2 > konisine karsgilik gelen afin torsal varyete olarak
bulmustuk (bkz. Ornek 3.18).

Koninin yiizleri 7 = 0, 73 =< 2¢; — ey >, 73 =< ez > ve 14 = {0}’dir. Her bir yiize
kargilik gelen Ozel noktalar ve bu noktalara ait yoriingeler agagidaki gibi bulunur:

71 = o ise v = {0} dir. Bu durumda, vy,vs,v3 ¢ 7i oldugu igin, tamm 5.5’den

zr, = (0,0,0) olur. Bu noktaya kargilik gelen yoriinge
O, =Ty -z, = {(0,0,0)} € (C*)°

elde edilir.
T2 =< 2€; — ey > ise - =< €} +2e5, —€} —2e4 > dir. Bu durumda, v1,v2 € 75" ve vz € 5
oldugu i¢in, tamm 5.5’den z,,, = (0,0,1) olur. Oyleyse Z,, 0zel noktasina kargilik gelen

yoriinge

01—2 = TN Ty
= {(t1, trt2, tat3) - (0,0, 1)}
= {(0,0,t:22)} € (C*)*

elde edilir. Yani
07-2 = {(0, 0, U3) I Uz = tltg c (C*} = {0} X {O} x C* (512)

geklindedir. (0,0, u3) — ug izdiigiim tasviri ile O,, = C3, olur. Dolaysiyla O,, yGriingesinin
kapanigi, U, iizerinde Z3 ile tamimlanan V(1) = C* U {0} = Cz, kompleks dogrusudur.

T3 =< ey > ise 73" =< Fe > dir. Bu durumda, v € 75" ve vy,v3 ¢ 75 oldugu igin,
tamm 5.5’den z,, = (1,0,0) olur. Oyleyse bu noktaya kargihk gelen yoriinge

073 =Tn- Lrg = {(t1>07 0) € (C*)s}

elde edilir. Yani

07-3 = {(ul,O, 0) | u =1 € C*} =C*x {0} X {0} (513)
seklindedir. (uy,0,0) — u, izdiigiim tasviri ile O,, & C}, olur. Dolaysiyla O,, yoriingesinin
kapanig1 U, iizerinde Z; ile ta-mimlanan V(73) = C* U {0} = Cz, kompleks dogrusudur.

s = {0} ise 7{* =< Fe}, Fei >= Mg dir. Bu durumda, v;,v3,93 € 75 oldugu igin
Zr, = (1,1,1) olur. O halde bu noktaya kargilik gelen yoriinge



Oy, = Tn - z,, = {(t1, t:1t2, 1182)} € (C*)3

elde edilir. Bu da Ty = (C*)? torusun U, igine gomiiliigiine egdegerdir. Dolayisiyla
O,, =2 Ty olur. t3,t; € C* oldugundan Ty yoOriingesi, U, iizerinde Z;Z3 # 0 ile tanumh
noktalar kiimesine kargilik gelir (Sekil 5.1).

Az,

V) ,

Z,

Sekil 5.1 U, = V(22 — Z1Zs) iizerinde Ty = (C*)2.

o konisinin 0-boyutlu yiiziine kargihk T = (C*)? yoriingesini, 1-boyutlu yiizlerine kargihk
C* yoriingesini ve koninin kendisine kargilik orijin elde etmis oluyoruz. Bu yoGriingeleri

asagidaki gekilde gormekteyiz:

Sekil 5.2 U, = V(Z2 — Z, Z3) tizerinde tiim yoriingeleri.
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Ornek 5.12 U, = (C*)"* afin torsal varyetesinin tek yoringesi Ty dir.
Coziim. U, afin torsal varyetesi, 0 = {0} C Ng = R konisine kargilik geldigi i¢in 7 = o
dir. Ozel nokta z, = (1,1,...,1) dir. Bu durumda O, = Ty olur.
Ornek 5.13 U, = C"’%in yoringelerini bulalm.
(Cézim. U, afin torsal varyetesi, Ng = R®’de tamimlanan o =< e;y,...,e, > konisinden
elde edilir (Ornek 3.17). Ty — U,
(t1yeeestn) = (1,000 t0)

ile tapumlidar.

o’nin 1-boyutlu yiizleri 7; =< e; > geklindedir, i = 1,...,n.

- =< Fe,...,Fe 1, F€l1,-- -, Fe), > oldugundan bu yiize kargihk gelen 6zel nokta,
yalmizea 4. koordinati sifir olan noktadir: z,, = (1,...,1,0,1,...,1). Boylece 7; igin
O, ={(z1,...,z,) € (C*)* | z; = 0} elde edilir.

o’nin iki boyutlu yiizleri 7; =< e;, e; > geklindedir, ¢ # j. Bu durumda
T =< F€ Tty Ty s FE 1y Ty -+ T >

olur. Dolayistyla bu yiizlere yalnizca ¢ ve j. koordinatlar: sifir olan 6zel nokta karsilik gelir:
z. =(1,...,1,0,1,...,1,0,1,...,1). Boylece O, = {(z1,...,z,) € (C)" | z;,z; = 0}
elde edilir.

Simdi o’nin (n—1)-boyutlu yiizlerini ele alahm. Bu yiizler 7 =< ey, ...,€;_1,€;11,-..,€5 >
seklinde tanimhdir. 7+ =< Fe! > oldugundan z,, yalmzca i. koordinati 1 olan noktadur:
zr = (0,...,0,1,0,...,0). Dolaymsiyla O, = {(0,...,0,%;,0,...,0) € (C*)"} elde edilir.

o’nin k-boyutlu yiizlerinin sayis1 C(n, k) = W:LLT)' formiiliiyle belirlidir. Toplam olarak
Cn,0+Cn,1)+...+C(n,n—1)+C(n,n) =2" (5.14)

tane yiizii vardir.

Genel olarak C"'in yoriingeleri, {1, ..., n} kiimesinin tiim altkiimelerinden secilen I sayilan
ile

seklindedir.
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Ornek 5.14 U, = C? x C*? yoringelerini bulalm.
(ozim. Buradao =<ey,...,eq >ve S, =<ej,...,e5, Fey,,,...,Fe, >'dir (Ornek 3.22).
Ty — U, gomiiliisii
(1, stn) > (oo ottty oo oot (5.16)
ile tanimlanir.
o, d vektorle iiretildifinden 2¢ tane yiizii vardir. 1-boyutlu yiizleri 7; =< e; > seklindedir,
(i =1,...,d). - =< Fe},...,Fe_1, Fei1,---,Fe, > oldugundan 7; yiiziine yalmzca
t. koordinati sifir olan 6zel nokta kargihk gelir: z, = (1,...,1,0,1,...,1). Bdylece bu
noktaya kargilik gelen yoriinge
07 = {(u17-~‘7uz'—1707ui+17-- . 7%7”3.&17-‘-,“;1 I Uu; € (C*}
elde edilir. u441 #0,...,u, # 0 ile tammlayacagimz
(U1, ..., %-1,0,u541,... ,un,u;il, et e (U, U1, 0, U, -, Uy) (5.17)
izdiiglim tasviri ile
Or = {(u1,...,u,) € (C)" | y; = 0}
elde edilir. Bu kez
(uh ceey Uiy, 07 Uiyiy--- 7u'n) =0 (’LL]_, conyUi—1, Uiy1y - - 1un) (518)
izdiigiim tasviri ile O, & (C*)** oldugu goriiliir.
o’'nm 2-boyutlu yiizleri e; ve e; vektorleri ile iretilir, ¢ # j, (4,5 = 1,...,d). Bu yiizlere
kargihk yalnizca . ve j. koordinatlar sifir olan 6zel nokta elde edilir:

z, =(1,...,1,0,1,...,1,0,1,...,1). Béylece O,, i. ve j. koordinatlar: sifir olan nokta-

lardan olugur:

O; = {(u,...,u,) € (C) | u; = 0,u; = 0}

Sirasiyla (5.17) ve (5.18) ile benzer izdisiim tasvirleri uygulamirsa O, = (C*)*2 elde
edilir.

Benzer gekilde o’nin k-boyutlu yiizleri igin inceleme yapilabilir. Genel olarak U,’nin

yoriingeleri, I, {1,...,n} kiimesinin sirasiyla tiim altkiimelerinden segilmek fizere su
gekilde ifade edilir:

O; = {(u1,...,u,) € C* | i € I igin u; = 0,1 ¢ I igin u; # 0} (5.19)
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5.2 Projektif Torsal Varyete Uzerinde Yériingeler

Ny = R” kafesinde bir A fanini ve bu fandaki bir ¢ konisini gézoniine alalim. Koninin
her 7 yliziine kargihik N kafesinin 7 N N ile iiretilen bir altkafesi N, = 7 N N geklinde
tanimhidir. Simdi,

N(r) = N/N, (5.20)
béliim kafesini olugturalim. N(7) boliim kafesinin duali

M@ =1'nM (5.21)
olur.

Onerme 5.15 (Oda, 1985) T yiiziine karsibk gelen yoringe N(7) bolim kafesine kargik

gelen torusa izomorftur:

O; 2 Ty = Hom(M(7),C") = Spek(C[M(7)]). (6.22)

Simdi, tek konili A = {o} famm gozoniine alarak (5.22) tanimna rnek verelim.

Ornek 5.16 X(0) = V(22 — Z1Zs) varyetesi iizerindeki yoringeler nelerdir?

Céziim. 7, = o igin o+ = {0} oldugundan Clo+ N M| yalmzca sifir polinomundan olugur.
O halde O, = Spek(Clo+ N M]) orijine karsiik gelir.

Ty =< 2e;+ep > igin 13- =< e} +e5, —e} —e} > oldugundan Clr: NM] = C[XY?2, X 1Y 2]
polinom halkas: tanimlanir. O halde bu yiize kargihik
O, = Spek(C[XY?, XY %)) 2 Cye

yoriingesi elde edilir (Ornek 3.15).

13 =< €3 > igin 73+ =< Fe! > oldugundan C[r3- N M] = C[X, X~!] bulunur. Béylece
0., = Spek(C[X, X)) = C* yoriingesi elde edilir.

Benzer gekilde, 7, = {0} i¢in 74~ = Mg oldugundan C[r;- N M] = C[X,Y, X1, Y]
bulunur. Bu yiize kargihik O,, & (C*)? yoriingesi elde edilir.

Tanimm 5.17 Bir A C Ny fanindaki, bir 7 konisini (bir yizin de bir koni oldugunu
hatwrlayalim) gézoniine alalim. Fan iginde, T konisini yiz olarak iceren biitin konilerin

olugturdugu kiimeye T konisinin yldiz kiimesi denir ve Yildiz(r) ile gosterilir.
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Yildsz(7)’dan yola gikarak yeni bir fam gu sekilde olugturuyoruz. Yildiz(7)’ya ait her o
konisinin N(r) kafesindeki goriintiilerini ele alalim:

¢ = (0 + (N:)r)/(Nr)r) C Nr/(N:)r = N(7)z. (5.23)
Bu konilerle olugturulan agagidaki kiimeyi tanimlayalim:
A(r)={a |7 <0} (5.24)

Onerme 5.18 (Coz, 2000b) N(t) = N/N, ve A(1) = {5 | 0 €Yildiz(7)} olsun. O halde
(i) Her o €Yildiz(T) i¢in 6, N(7)r kafesinde tam disbikey rasyonel polihedral konidir.
(i) A(r), N(7)r’de bir fandur.

Ornek olarak, agagidaki gekilde, Ng 2 R3 kafesinde bir fan ve bu fandaki 7 yiiziine kargihk
gelen A(7) goriilmektedir.

Y

Sekil 5.3 3-boyutlu kafeste bir 7 yiizii ve A(7) fani.

T yu yuz kabul eden bir 6 € A konisini ele alalim. Bu koniler ile agagidaki gekilde bir afin
torsal varyete tanimlanir:

U,(7) = Spek(C[a" N M(r)]) = Spek(Clo¥ N7+ N M])). (5.25)
Dikkat edilirse, o = 7 igin Ur(r) = O olur. Ciinkii

U.(1) = Spek(C[r¥ N7+ N M(7)]) = Spek(C[r* N M]). (5.26)

Eger A faninda, 7 yu yiiz kabul eden koniler o0y,...,0, ise U,,(7) varyetelerini, (i =
1,...,8), yapigtirarak X(A(71)) = U,, (1) U ... U U,,(7) torsal varyetesini elde ederiz.
Bundan bagka, U,,(7) varyeteleri V(7) kapamginmn bir ortisidir: V(r) = |JU,,(7)
(Fulton, 1997). Bu

V(r) = X(A(r)) (5.27)
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olmas1 anlamina gelir.

U,(7) ve U, arasinda

Y .J_nM
u,_){u ueo' NT (5.28)

0 diger durumlarda

ile verilen bir “sifirla genigletme” tasviri tanimlanabilir. Bu varyetelerin noktalarim ho-

momorfizma olarak diigiiniirsek
U,(1) = Hom(e¥ N1+ N M,C) — Hom(c" N M,C) = U, (5.29)

olur. 0¥ N7+, ¢V konisinin bir yiizii oldugundan yari-grup homomorfizmalarinin sifirla
genigletmesi yine bir yari-grup homomorfizmasidir. (5.29) tasvirine karsilik, polinom hal-

kalar1 arasinda

¥t uweo'nrt
u, 5.30
X {0 diger durumlarda ( )

ile Cl[e¥ N M] — Clo¥ N7+ N M] érten tasviri tammlanir.
Eger o, bir ¢/ € A konisinin yiizii ise U, — U, tasviri U, varyetesini U, i¢ine gémer
(bkz. Onerme 3.13). Benzer gekilde U, (7) ile U,/(r) arasinda bir gomiiliig tanimlanabilir.
Boylece agagidaki degigmeli diyagram olugturulur:
Uy(1) —— Uy(7)
l l (5.31)
U, —— U,
Burada, dikey yonde belirtilen tasviler sifirla genigletme, yatay tasvirler ise kisitlama
tasvirleridir. Yani,
Hom(e¥ N7t N M,C) —— Hom(o™ N1+ N M,C)
l 1 (5.32)
Hom(ecVNM,C) ——  Hom(o¥NM,C)
dir. Dolayisiyla, fandaki tiim koniler i¢in bu diyagram gozoniine ahmirsa, V(7) — X(A)
oldugu goriiliir.

Ornek 5.19 X (A) = P! torsal varyetesinin yoringelerini bulalim.

Céziim. Bu varyeteyi, A = {01 =< e; >,03 =< e3 > fanmdan elde ettik (Ornek 4.4).

71 =< €1 > yiizil yalmzcea o igin bir yiiz ama o, igin degildir. (5.25) egitliginden

U,,(11) = {0} elde ederiz. U,, — P!, X + (1 : X) tasviri U,,(r1) — P, 0 — (1 : 0)
tasvirini verir. Buradan V(1) = {(1 : 0) € P'} elde ederiz.
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T =< —e; > ylizi i¢in 73 < 03 ama 1 A oy dir. (5.25) esitligi U,,(72) = {0} verir.
Uy, — P' gébmulusu X! — (X! : 1) geklinde tammlidir, dolaysiyla U,,(3) < P,
0+ (0 : 1) olur. Bu durumda V(73) = {(0: 1) € P'} elde edilir.

73 = {0} yiizii igin (5.25) esitligi U, (13) = Uy, = Cx ve Uy, (13) = Uy, = Cx-1 verir. Bu
varyetelerin yapigtirimasiyla V(1) & P! varyetesi bulunur.

Ornek 5.20 X(A) = P? varyetesinin yoringelerini bulalm.

Coziim. N\ fani 0y =< e1,e9 >, 09 =< —e; —e€3, €3 > ve 03 =< €1, —e; — ey > konilerinden
olugur (bkz. Ornek 4.5).

71 =< e; > olsun. 73 < 01, 1 < 03 ve 4 £ 07 oldugundan U,, (1) = Cy ve Uy, (1) &

Cy-1 elde ederiz. Buradan

Yy — y-1

l l (5.33)

(X7 Y) — (XYﬁl,Y_l)
diyagramini elde ederiz (bkz. (5.31) diyagrama).

Y + Y tasviri ile U,,(r1) ve U,,(71) varyetelerini yapigtirarak P* elde ederiz (bkz.
Ornek 4.4). Ote yandan, U,, varyetesi P? uzaymn Uy agik altkiimesine ve U,, varyetesi P2
uzayimn U, acik altkiimesine kargihik gelir. O halde U, ve U,, varyetelerinin yapigtirilmasi
P? uzayinda {(¢o : O : ¢2)} homojen koordinatlarini verir. Dolayisiyla V(1) — X(A(7))
izomorfizmas: P* < {(ty : 0 : t,) € P?} seklinde tammhdur.

T, =< €3 > olsun. 7, < 01, T2 < 03 ve Ty £ o3 oldugundan U, (12) = Cx ve U,,(12) =
Cx-1 elde ederiz. Buradan

X — X1

| l (5.34)
(X,Y) — (XL, X7Y)
diyagramini elde ederiz (bkz. (5.31) diyagrami).
X > X~ yapigtirma tasviri ile U,,(12) ve U,, () varyetelerini yapigtirarak V(1) = P*
elde ederiz. U,, ve U,, sirasiyla P* uzaymin U, ve U, altkiimelerine kargilik gelir. O halde

bu varyeteleri yapigtirarak P2 uzayinda {(%, : ¢; : 0)} homojen koordinatlarmi elde ederiz.
Dolaystyla V(1) — X(A(r)) izomorfizmasi P* < {(%, : t; : 0) € P?} ile tanimhdur.

Bu kez 3 =< —e; — ey > olsun. 73 < 09, 73 < 03 ve 73 A 01 oldugundan U,,(73) =
Cx-1y ve Uyy(13) & Cxy-1 olur. Bu varyeteleri XY +— XY ! tasviri ile yapigtirarak
V(73) = P* elde ederiz (Ornek 4.4). Ayrica U,, ve U,, varyeteleri P? uzaymm Uy ve U,
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altkiimelerine kargihik gelir. U,, ve U,, varyetelerini yapigtirarak P? uzayinda {(0 : ¢, : t5)}
homojen koordinatlarim elde ederiz. Dolayisiyla V(73) < {(0: ¢, : £;) € P?} olur.

Benzer gekilde 74 = 01, 75 = 09 ve 75 = 03 i¢in

V(rs) — {(1:0:0) eP?
V(rs) — {(0:1:0)cP?
V(rg) — {(0:0:1) € P?} (5.35)

elde edilir.

77 = {0} icin (5.25) esitligi ile U,,,, () = U,,,, = C? olur. Her bir U,,,, varyetesi, P
uzaymun bir U; altkiimesine izomorf olduguna gore V(7) = P? elde edilir (i = 0,1, 2).

Onerme 5.21 (Fulton, 1997) Yoringeler, yoringe kapaniglars ve afin torsal kiimeler

arasinda asagidaki bagintilar vardsr:
1. U, =1,.,0-

2. V() =1l,.0,

3. 0r =V \ Uy, V()
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6. TORSAL VARYETELERIN MATRISLERLE ELDE EDILIiSI

6.1 Torsal Varyeteleri Tamumlayan Denklemler

Bu boliimde kullanacagimiz matrisler, katsayilar1 Z’de olan m X n boyutlu matrislerdir.
Ayrica matrislerimizin her siitununda sifirdan farkli en az bir katsay:r bulundugunu varsa-
yacaglz.

Bildigimiz gibi torsal varyeteler, tistel terim - dstel terim gseklindeki polinomlarla iiretilen
ideallerin sifir kiimesidir. Bu tiir ideallerin tiimii, yukardaki gibi verilen matrislerle
olugturulabilir (Sturmfels, 1997). Oyleyse torsal ideallerin, dolayisiyla torsal varyetelerin,
ozelliklerini matrislerin 6zelliklerini kullanarak elde edebiliyoruz. Bu nedenle, ele alinan
matris ile torsal varyete ilizerindeki iligkiyi anlamaya galigalim. Torsal varyeteleri bu gekilde
tanimlamak, bu varyetelerin geometrik 6zelliklerinin ¢ogunu kolayca elde etmemizi saglar.
Clz1,-..,2,] ve C[Xi,..., X, polinom halkalarim gozoniine alahm. Matrisimizin her
a; = (Q1jy- -« »0mj), (4 = 1,...,n), siitunu igin X% = X" - - - X, geklinde bir iistel terim
tammlarsak, Clzy,. .., 2,] ve C[Xq,..., Zy,] arasmmda C-cebirlerinin bir derecelendirilmig

homomorfizmasim elde ederiz:

¢:Clz,..., 2] — C[Xi...,Xn]
zj — X% =X Xami (6.1)

¢ homomorfizmasinin ¢ekirdegine A matrisine karstlik gelen torsal ideal adi verilir.
Cek(¢) = L4 olsun. Agikea goriilecegi gibi, ¢ homomorfizmast ile 1 : Z™ — Z™ homomor-
fizmas1 arasinda agagidaki gibi bir iligki vardir:

X* — XP € Cek(¢) & a— B € Cek(y)). (6.2)

Diger yandan, her u € Z" vektorii, negatif olmayan ve ortak ¢arpan1 bulunmayan v, ve u_
tamsayilan ile © = u, —u_ geklinde tek tiirlii yazilabilir. Ornek olarak, (2,0,—1,-4,3) =
(2,0,0,0,3) —(0,0,1,4,0) olur.

Teorem 6.1 (Sturmfels, 1995) 14 torsal ideali, A matrisinin cekirdegindeki tim u saylars
icin olusturulan Z"™ — Z"- binomialleri ile tretilir.

Tamm 6.2 X4 torsael varyetesi, I, idealinin V(14) C C* sufir kiimesidir.

Acikga gorecegimiz gibi, eger A matrisinin tiim siitunlar1 aym koordinat toplamina sahip

ise I4 ideali homojen polinomlarla iiretilmigtir. Bu durumda V (1), P" ! projektif uzaymda,
bir projektif varyete tanimlar.
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Not 6.3 (Sturmfels, 1997) X 4 torsal varyetesinin boyutu A matrisinin rankinae esittir.
Diger yandan, C[Xj,...,X,] polinom halkasindaki tiim torsal idealleri agagidaki gibi be-
lirliyoruz:

Teorem 6.4 (Sturmfels, 1995) C|Xa,...,X,]| polinom halkasindaki bir ideal yalniz ve

yalniz asal ve binomial ise torsaldar.

Torsal ideali, bir A matrisinden baglayarak olugturabilmek aklimiza goyle bir soru getiriyor:
Acaba ele alinan matrisin katsayilarinin sagladig belirli 6zelliklere gore torsal varyeteleri
smiflandirabilir miyiz ya da bu 0zellikler torsal varyeteyi nasil etkiliyor? Bu tiir sorulara
cevap veren birgok caligmadan biz, Sturmfels (1997) ve Katsabekis ve Thoma (2003)
caligmalarini inceleyecegiz.

Onerme 6.5 (Sturmfels, 1995) Eger A matrisinin katsayplarinan her biri pozitif ya da

sifira egit ise 14 torsal ideali
Iy =< X; — Zal,Xz = Za'2, ceey Xy — Z%n > ﬂ(C[Xl, oo ,Xn] (63)
idealine egittir.

Bir A matrisi verildiginde, 6nce matrisin ¢ekirdegini olugturan vektérleri hesaplamamiz

gerekiyor. Yani, aranan vektor z = (z1,...,%Zy) ise
Az =0 (6.4)

denklem sisteminin ¢éziimlerini aragtiririz. Bu iglemi, herhangi boyuttaki bir matris i¢in,
Maple, Mathematica veya Singular (bkz. Girig) adl bilgisayar programlar ile kolayca
yapabiliyoruz.

Ornek 6.6

(21 09

matrisini gozontne alalym. Maple programinda sirasiyla asagidaki sekilde islem yaparak

with(linalg);
A :=array([[3,2,1,0],[0,1,2,3]]);
kernel(A); (6.6)

(6.4) sisteminin ¢oziming

{(17 _27 17 O)ta (07 17 _27 1)ta (17 —17 _17 l)t} (67)
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olarak buluruz.

. [v3 .o .. se . + —
Daha sonra, siraswyla uy,uz ve ug diye adlandwracagemaz bu tg vektord u; = uj — u;,

(j =1,2,3), seklinde yazalhm:

1 0 0 0 1 0
0 2 1 0 0 1

U = 1 - 0 , Ug = 0 - ) ,Ug = 0 - 1 (6'8)
0 0 1 0 1 0

Buradan,

IA =< Z1Z3 — Zzz, Z1Z4 — Zng, Z2Z4 — Zg > (69)

idealini elde ederiz. Boylece X4 =V (I) olur.

Aym matrisin ¢ekirdegi i¢in (2,—3,0,1) ve (1,—2,1,0) vektorlerini de bulabilecegimize
dikkat edelim. Buradan Iy =< Z2Z, — Z3,Z1Z3 — Z% > idealini elde ederiz. I, ve I,
ideallerinin sifir kiimesi ayni afin varyetedir; ¢iinkii, her iki idealin de Groebner tabanini
bulursak aym: torsal ideali buluyoruz. Yani, her iki idealin de bir tirete¢ kiimesini alarak

sorunu ¢ozmiig oluyoruz. Oyleyse, simdi Groebner tabanm nasil bulacagimizi gérelim.
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6.2 Groebner Tabam

Groebner taban1*, degismeli cebir ve cebirsel geometri konularinda kargilagilan birgok
problemin ¢oziimii i¢in kullamilir. Bu problemlerden bazilar1 gdyle siralanabilir: ideale ait
olma problemi, herhangi iki idealin egitligine karar verme, ideallerin kesigimini bulma,...vs.
Burada Groebner tabanini, ideale ait olma problemini ¢6zmek igin ele alacagiz. Bunun

i¢in, once polinom halkasindaki siralamalardan bahsetmemiz gerekiyor.

Tanmm 6.7 C[Xy,...,X,] polinom halkasins ve bu halkada o = (ay,...,0,) € Z" ile
tanimlanan X* dstel terimini gézoniine alabm. C|X,, ..., X,)] tzerinde, asafrdaki ozellikleri
saglayan bir > bagintisina tstel terim swralamas: denir:

(i) > bir lineer ssiralama bagintisider. Her X, XP terimleri igin X* > X, XP > X° ya
da X = XP saglansr.

(ii) X® > XP ise herhangi bir X" terimi igin X X7 = X7 > XA+ = XPX7 olur.

(iii) > tyi swralamader. Yani, bogtan farkls her iistel terim kiimesinde > bafintisina gore

bir en kicik eleman vardr.

C[X,...,X,] polinom halkasinda degigkenler de kendi aralarimda siralidir. Ornek olarak
X1 > Xe > --- > X,,. Bundan bagka, bir f polinomunda > siralamasina gore en biiyiik
iistel terime bag terim denir ve BT(f) ile gosterilir.

Bir polinom halkasinda farkli iistel terim siralamalari tanimlanabilir. Bunlardan iki
tanesini tanimaya caligalim.

Tanim 6.8 X ve XP iki distel terim olsun. Ejer o — f farkinda sifirdan farkh ilk o; — B;
saysy, (i =1,...,n), pozitif ise X® terimi, alfabetik ssiralamaya gire XP teriminden daha
biiyiktir denir ve X® >4 XP seklinde ifade edilir.

Ornek olarak C[X;, X, X3] halkasmda X® = X3X2X; ve X8 = X2X2X? terimlerini ele
alahm. a — 8= (3,2,1) — (2,2,4) = (1,0,—3) oldugundan X3X2X; >, X?X2X}$ olur.

Tamm 6.9 X ve XP iki istel terim olsun. Eger, Y ¢, a; =Y ¢, B oldugunda sifirdan
farkly ilk o; — B; saynsy, (i =1,...,n), negatif ise ya da Y ;. a; > Y o, B; ise X* terimi,
derecelendirilmis ters alfabetik siralamaya gore XP teriminden daha biyiktir denir ve
X >gersay XP geklinde ifade edilir.

Ornek olarak, C[X;, X, X3] halkasinda X = X3 X2X%, XP = X; X2X2ve X7 = X2X2X3
terimlerini kargilagtiralim. ) a; =9 ve Y §; = 5 oldugundan

X3X2X3 >atersay; X1 X3 X2 (6.10)

*Baz1 kaynaklarda Grébner veya Grobner taban: olarak geger.
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olur. Ama, X* ve X7 terimlerinde ) a; = Y ; oldugu i¢in e — v farkina bakmamiz
gerekiyor:

a—v=(3,2,4) - (2,2,5) = (1,0,-1). (6.11)
En sagda sifirdan farkli ilk say1 —1 oldugu igin
XfXng > dtersal f X12X22X35

olur.

C[Xy,...,X,] halkasinda bir I =< fy,..., f; > idealini gézoniine alahm. Herhangi bir
g € C[Xy,...,X,] polinomu, baz1 p1,...,ps, 7 € C[Xy,...,X,] polinomlan ile

g=mhi+--+pfstr (6.12)

seklinde yazilabilir. Tamimdan, g € I ise r = 0 oldugu agiktir. Bildigimiz polinomlarla
bolme iglemine gore r = 0 ¢iksa da, g polinomuna, herhangi bir siralamaya gore, fi,..., fs
ile bolme algoritmas: uyguladigimizda her zaman r = 0 olmayabilir. Agagida boyle bir
ornegi gorelim:

Ornek 6.10 I =< f; = X2 — Xo, fo = X3 — X5 >C C[Xy, Xy, X3 idealini ve
p=—X?Y + X Z polinomunu gézéniine alalm. p = X2 f; — X f olarak yazlabildifinden

p € I olur. Alfabetik siralamaya gére bélme algoritmass uygulayalim. Bu siralamaya gore
BT(p) =—X2X,, BT(f)=X% BT(f)=X? (6.13)
oldugu i¢in p polinomundan Y - f; polinomunu ¢ikarmamaz gerekir:

P=p—Xy fi = X1 X3 — X2.

BT(p") = X1 X35 terimini BT(f1) ya da BT(f>) bolmedidi igin kalan p' = X1 X3 — X2 #0

olur.

Bu problem, I ideali i¢in herhangi bir iireteg kiimesi segildigi igin ortaya gikmaktadir.
Bu yiizden, “I ideali i¢in daha iyi bir {irete¢ kiimesi tanimlanabilir mi?” sorusuna cevap
artyoruz. Bunun icin, I idealinin, Groebner tabani adi verilen standart bir iirete¢ kiimesi
tanimlanmaktadir.

Tanim 6.11 I C C[X;y,...,X,] bir ideal ve > 1stel terim siralamas: olsun (bkz. tanwm
6.7). Heri icin g; € I olmak dizere G = {g1,...,9s} C I kiimesini gézoniine alalim. Eger
sifirdan farkl her f € I polinomunun bagterimi bir BT (g;) ile bélinebiliyorsa G kiimesi,

> bagintisina gore I igin bir Groebner tabanidir denir.
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Groebner tabanin1 bulmak i¢in agagidaki gibi iglem yapilir:

Tamim 6.12 Sifirdan farkls f, g € C[Xq,. .., X,,] polinomlarin: gézonine alalvm. Bir istel
terim siralamasina gére BT(f) = cX* ve BT(g) = dXP olsun (c,d € C*). X* ve X
terimlerinin en kiicik ortak carpans X7 olmak iizere f ve g ile S-polinomu su sekilde
tansmlanar:

X7 X7

S(f,9) = BT f- TOR (6.14)

Tanimdan S(f,g) €< f,g > oldugu agiktir.

Teorem 6.13 (Buchberger Kriteri) Bir I C C[Xy,...,X,] idealinin G = {g1,...,9.}
altkimesini gozoniine alabim. G kiimesinin, I idealinin bir Groebner taban: olmass igin
gerek ve yeter kogul her1i, j icin S(g;, g;) polinomunun her k icin gy, ile bolimiinden kalanin

sifir olmasidar (i,5,k=1,...,8).

Buchberger kriteri ile bir idealin Groebner tabanim tanimlamak icin agagidaki algoritmay1

kullaniyoruz:

Algoritma 1. (Buchberger Algoritmast)

1. Adim. G ={gi,...,9s} olsun.

2. Adwm. her 4,5 =1,...,s igin S(g;, g;) polinomunu tanimlanir.

3. Adwm. S(g;,g;) polinomu g, ..., gs polinomlarimn her birine boliiniir.
a. Eger kalan r # 0 ise r polinomunu G kiimesine dahil edilir.
b. Eger r = 0 ise G kiimesi I idealinin Groebner tabamidir.

Singular programinda, bir idealin Groebner tabanim kolayca hesaplayabiliyoruz. Bu ko-

mut Buchberger algoritmasina gore ¢aligir. Bir Groebner tabani hesaplamak i¢in dnce
ring r = 0, (degfisken isimlers), siralama; (6.15)

komutu ile polinom halkas: tamimlariz. Eger alfabetik siralamay: kullanmak istiyorsak
“siralama” yerine lp, derecelendirilmig ters alfabetik siralamayr kullanmak istiyorsak dp
yazmamz gerekir. Ardindan [ idealini tanimlayip groebner(I) komutunu ¢ahigtiririz.

Ornek 6.14 I =< X? — X, X} — X3 >C C[Xy, X3, X3] idealinin Groebner tabanin

bulalim.
(ozitm. Singular programinda, sirasiyla su komutlar: ¢aligtiralim:

ring r = 0, (X1, X», X3), Ip;
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ideal I = X? — X, X3 — X3;
groebner(I); (6.16)
Béylece I idealinin Groebner tabam
G =< X12 — X9, X1 Xs — X3, X1 X3 — X22, Xg — X32 > (617)

olarak bulunur. [

Sonug olarak, verilen bir A matrisinin g¢ekirdegini bulup torsal ideali yazdiktan sonra
Groebner tabaninm1 hesaphyoruz. Daha sonra bu idealin sifir kilmesi olan torsal varyeteyi
buluyoruz.
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6.3 Torsal Kiimeler

Katsayilan a;; € Z olmak iizere m X n boyutlu bir A = (a;;) matrisini gézoniine alalim.
y; € Cigin, (y§---yomi, ... yP= ... yomn) geklinde yazilabilen noktalarm kiimesini I'(A)
ile gosterelim.

Tanim 6.15 Yukardaki
TA) ={X; | X; =942, th,....,ym €C, j=1,...,n} (6.18)
ktumesine torsal kiime denir.

Ornek 6.16 Yukarda calgtafumaz

3210
mairisi
I'(A) = {(@, viv2, 3, v3) € C*} (6.20)

torsal kiimesini verir.

Goriildiigii gibi, I'(A) torsal kiimesi, n-boyutlu afin uzaym bir altkiimesidir. Tam olarak,

Not 6.17 I'(A) torsal kimesi, A matrisinden elde edilen X4 torsal varyetesinin bir

altkiimesidir.

Ornek 6.18 Agafidaki B matrisine karsilik gelen Xp torsal varyetesini bulalim.

2
o) . (6.21)
1

Céziim. Singular programim kullanarak
Ip =< ZyZg — Z5, ZsZg — 1, Z3Z5 — Zy, ZaZis — 1, Zin Zy — Z3, 2y — ZizZig >
torsal idealini buluruz. Buradan X5 = V(Ip) olur. Diger yandan B matrisi

F(B) = {(y%y% 3/1?/3» ygy?n y2y§7 yly?%: y%y3) € CG}

torsal kiimesini verir. Goriildiigii gibi, her bir u,v € C igin (0,u,v,0,0,0) noktas: Xpg
torsal varyetesine ait oldugu halde I'(B) torsal kiimesine ait degildir (bkz. Ornek 6.21).
(|
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Not 6.19 Herhangi iki matris, farkls torsal kiimeleri ama aym torsal varyeteyi verebilir.

Ornek olarak, yukardaki B matrisini ve

1 -1 -2 -1 1 2
cC=1{1 2 1 -1 -2 -1

2 1 -1 -2 -1 1
matrisini kargilagtiralim.
C matrisi, T(C) = {(y19293, Y1 1393, U1 Ya¥3 > U1 Yo U3 »W1Ya Y3 > Yi¥s ys) € C5} torsal
kiimesini verir. Acikga goriildigi gibi, I'(B) # I'(C) dir ¢iinkii I'(B) kiimesine ait olan
(1,1,0,0,0,0) noktas: I'(C) kiimesine ait degildir. Buna kargihk, B ve C matrislerinin her
ikisine de kargilik gelen torsal varyete:
Io =< Z4Z6 — Z5, Z3Z6 — 1, Z3Z5 —_ Z4, ZoZy — 1, ZgZ4 — Z3, Z1 — ZgZG > (622)
dir. (")yleyse, T'(A) = X4 esitliginin saglanmas: icin gerek ve yeter kogul nedir?
Teorem 6.20 (Reyes, vd., 2000) Heri=1,...,n igin
I'(A) = X4 & V(Ia4,Z;) CT(A). (6.23)
Burada, V(Ia,Z;) = V(I4) NV (Z;) dir.
Tersine, bir afin torsal varyete verildiginde, torsal kiimesi kendisine esit olacak gekilde
yeni bir matris tanunlayabiliriz. Yani, I'(M) = X}, esitligini saglayan bir M matrisi
aragtinlabilir. Boyle bir matrisin varlig: agagidaki sonucla verilir:
Teorem 6.21 (Katsabekis ve Thoma, 2003) Her X torsal varyetesi i¢in T'(M) = X olacak

sekilde bir M matrisi vardar.

Bu tiir bir matrisin aranmas: igin torus etkisinin yoriingeleri kullanihir: A matrisinin

stitununu a; = (a1, . . ., Gm;) ile gosterelim. Bu matris ile
g = {$ eRrR™ l r=Dpiay +... + Py, Piy...:Pn € RZO}' (624)

konisini tanimlayalim. Eger rankA = k ise ¢ konisi, A matrisinin k siitunu ile {iretilir.
Simdi, A matrisinin her r; = (@, ...,a;) satirma o konisinin bir F,, yiiziinii agagidaki
gekilde kargilik getirelim: F,, yiiziinii, yalmzca i. koordinat: 1 olan v; = (0,...,0,1,0,...,0)
vektorii ile tammlayalim. Bu durumda, matrisin her a; siitunu igin (v;, a;) = a;; > 0 dur.
Eger a;; = 0 ise a; € F;, ve a;; # 0 ise a; ¢ F;, olur. Ayrica, her F,, yiiziine

% = {(1) Zzéirﬁi:]rumlarda (6.25)

ile verilen bir Pr, = (di,...,0m) € C™ zel noktas kargihk getirelim. 5. boliimde
gordiigiimiiz gibi, X4 varyetesinin yoriingeleri bu 6zel noktalar araciligs ile tanimlanir.
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Not 6.22 (C*)™ cebirsel torusunun C* uzerine etkisi, (C*)™ x C* — C®
t,uw) = (t%uy,...,t%u,) (6.26)
seklindedir.
A matrisinden elde ettigimiz F,, yiizleri ile iiretilen kiimeyi (24 ile gosterelim.

Teorem 6.23 (Katsabekis ve Thoma, 2003) A matrisine kargilik gelen I'(A) torsal kiimesi

r(4) = | O(Pr) (6.27)
FeQa

dir.

Ornek 6.24 B matrisini kullanarak yoringeleri bulalim.

Céziim. B matrisinin stitunlar: a; = (2,1, 0)%, az = (1,2,0), az = (0,2, 1),

as = (0,1,2), a5 = (1,0,2)* ve ag = (2,0,1)".

e 71 satirma kargilik v = (1,0,0,0,0,0) vektoriini buluruz. (vy,a3) =0, (v1,a4) =0 ve
(v1,a5) >0, (s =1,2,5,6), oldugu i¢in bu vektor ile F,, =< (0,2,1),(0,1,2)* > yiiziini
elde ederiz.

e 7 satirina kargilik v, = (0,1,0,0,0,0) vektoriinii buluruz. (v, a5) = 0, (va,a6) = 0 ve
(va,a5) > 0, (s =1,2,3,4), oldugu icin bu vektor ile F,, =< (1,0,2)%(2,0,1)* > yiizinii
elde ederiz.

e 73 satirina kargilik vs = (0,0, 1,0,0,0) vektoriinii buluruz (vs,a;) = 0, (vs,a2) = 0 ve
(va,a5) > 0, (s = 3,4,5,6), oldugu icin bu vektor ile F,, =< (2,1,0)%(1,2,0)* > yiizini
elde ederiz. Buradan Qp =< F,,, F;,, F,, > olur. Bu yiizlere

PFrl = (07 0,1,1,0, O)a
PFrz = (03 0, 01 07 17 1)3
Ps, = (1,1,0,0,0,0), (6.28)

ozel noktalar: kargilik gelir. Bu noktalar ile I'( B) torsal kiimesinin yoriingelerini gu gekilde
buluruz:

O(PFrl) = {(0: 0: t§t37 t2t§a 0: O) € C6}7
O(Pr,) = {(0,0,0,0,t13,13t3) € C°},
O(PF'I'3) = {(t%t% tltga 0,0,0, 0) € Cﬁ}

Goriildiigii gibi I'(B), B matrisinden elde edilen yoriingelerin birlegimidir. [

B matrisine kargilik gelen Xp torsal varyetesinin I'(B) torsal kiimesinden farkl: oldugunu
gordiik (bkz. Ornek 6.18). Oyleyse gimdi Xp = I'(M) egitligini saglayacak M matrisini
aragtiralim. Boyle bir M matrisini agagidaki algoritma ile elde ederiz:
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Algoritma 2. (Katsabekis ve Thoma, 2003)

1. Advm. B matrisini alahm.

2. Adwm. rankB = k olsun.

8. Adwm. B matrisinin a; = (as;,...,am;), (j = 1,...,n), siitunlarindan k¥ — 1 tanesini

segelim. Sectigimiz stitunlarin numaralar: ile bir E kiimesi olugturalim. Yani, F kiimesi
{1,...,n} kilmesinin k — 1 elemanh bir altkiimesi olsun.

4. Advm. Her g € E igin - a, = 0 ve her s ¢ F icin z - a; > 0 olacak gekilde 0 # z € Z™
gOziimlerini arayalim.

5. Adim. r, = (z61,%as,. .. ,za,) vektorini yazalim.

6. Adim. Eger r, vektorii, B matrisinin butun satir vektorlerinden farkh ise r, vektoriinii
B matrisine ekleyelim.

7. Adwm. 3. adimdaki gibi segebilecegimiz her bir E kiimesi i¢in 4. ve 5. adimlan
tekrarlayalim.
Bu algoritma, (satir sayisi - k) tane yeni satir buldugumuzda ya da sectigimiz her bir

siitun i¢in 6. adim cevap vermediginde sona erer. Yani, en fazla C(n,r — 1) tekrarda son
bulur (Katsabekis ve Thoma, 2003).

Ornek 6.25 B matrisi icin Xp = I'(M) esitligini saglayan M matrisini yukardaki algo-

ritmays kullanarak bulalim.

Coziim. B matrisinin siitunlan gunlardir: a; = (2,1,0)%, a2 = (1,2,0), a5 = (0,2,1)?,
as = (0,1,2)%, a5 = (1,0,2)}, ag = (2,0,1)". rankB = 3 oldugu i¢in her bir tekrarm 3.
adiminda, sirasiyla,

a, g, ai,asz; Gi1,Q4, 01,085, Q1,08, 2,03, 0G2,Q4;, Q2,Q5;, 0a2,06;

a3,04; 03,05, 43,0, (4,05, G4,06; 5,06

stitunlarim sececegiz ve sectigimiz her siitun ¢iftinin numaralan ile bir £ C {1,2,...,6}
kiimesi olugturacagz.

® 01, ap siitunlarini ele alalim. Yani, E = {1, 2} olsun. 4. adim: uygulayalim: Her ¢ € E

icin z - a; = 0 ve her s ¢ F i¢in z - a, > 0 olsun. Boylece

21:1 + Zq
1+ 225

225 + 3

AV A
o o o o

Iz + 2.7,’3
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1 + 233'3

2
2z, + 23 >

denklem sistemini buluruz. Bu sistemin ¢6ziimii bog kiimedir. 3. adima geri donelim.

® a,,ag stitunlarim ele alahm. Yani, F = {1,3} olsun. 4. adim uygulayalm: Her ¢ € E
igin £-a, =0 ve her s ¢ E i¢in z - a; > 0 oldugunu kabul edelim. Buradan

2$1 —+ Ty

1 + 2z,

v
I A - =~

219 + T3
T+ 2z3

T1 + 213

vV IV IV

2:81 +z3

denklem sistemini buluruz. Ancak bu sistemin ¢6ziimii bog kiimedir. 3. adima geri
donelim.

Benzer sekilde, sirasiyla a1, a4 ve ay, a5 siitunlarimi segip 3. ve 4. adimlar uygularsak z
¢Oziimiiniin bulunmadigim goériiriiz.

® a3, ag siitunlarmi segelim. Yani, £ = {1,6} olsun. 4. adim uygulayalim: Her g € E
icin z - a; = 0 ve her s ¢ E icin z - a, > 0 oldugunu kabul edelim. Oyleyse

201 +22 = 0
T1+2z > 0
209 +1x3 2> 0
Zo+2x3 > 0
z1+2z3 > 0
201+ x23 = 0

denklem sistemini buluruz. Buradan z = (—1,2,2) ¢6ziimiinii elde ederiz. 5. adima gore
(zay, zas, xas, Tay, Tas, zag) = (0,3,6,6,3,0) vektorinii yazanz. O halde

rz =(0,1,2,2,1,0) vektoriini B matrisine ekleriz.

e 3. adima donelim ve matrisin as, ag siitunlarim segelim. Yani, £ = {2,3} olsun. 4.
adim uygulayalim. Buradan

2$1+$2 >
T1+2z9 = 0

2$2+.’B3 = 0
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g+ 21123

1+ 2x3

vV vV Vv

2z; + I3

denklem sistemini buluruz. Bu sistem z = (2, —1,2) ¢oziimiinii verir. 5. adim uygula-

yarsak r, = (1,0,0,1,2,2) vektoriinii elde ederiz ve bu siitunu B matrisine ekleriz.

3. adima donelim. Matrisin, sirasiyla, ag, a4; a9, as; ag, ag; a3, a4; a3, G5 Ve a3, ag siitunlari

icin yukardaki gibi 3. ve 4. adimlar1 uygularsak z ¢oziimiiniin bulunmadigin goriiriiz.

e Bu kez, matrisin a4, a5 stitunlann ele alahm. Yani £ = {4,5} olsun. 3. adima gore
agagidaki denklem sistemini elde ederiz:

21171 + o

1+ 212'}2

vV vV IV

2372 + x3

Ty + 22173

|

c © O o o ©

T1 + 2z3

vV

2%1 + 3

Bu sistemin ¢oziimii z = (2,2,—1) dir. 5. adima gore r, = (2,2,1,0,0,1) vektoriini
yazariz ve B matrisine ekleriz. Toplamda {i¢ yeni satir buldugumuz i¢in algoritmaya son
Veririz.

Sonug olarak, bu ii¢ yeni satirin B matrisine eklenmesiyle aradigimz

210012
122100
001221
M=1y12210 (6.29)
10012 2
221001
matrisini buluruz. M matrisi
T'(M) = {(¥iy2ysYs, Y1U5Y4Y5, YaUsYals, Y2Yayals, Y1YaYale, Voysyove) | vi € C} (6.30)

torsal kiimesini verir. Boylece I'(M) = Xp = Xy saglanir. [1
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Ornek 6.26 (6.5) matrisine kargilik gelen afin torsal varyeteyi 3. bélimde ele aldigimaz

yontem ile elde edelim ve yoringelerini bulalm.

Coziim. Ik 6nce

3210
A= (0 " 2 3) (6.31)

matrisinden bir rasyonel polihedral koni tanimlayahm: rankA = 2 oldugundan o konisi,

A matrisinin lineer bagimsiz iki siitun vektorii ile iiretilir:
o =< (1,2),(2,1) > .

Bu tamm Ng kafesinde 0 =< e; +2e3, 2, +e3 > olmasi anlamina gelir. o konisine kargihik
S, =< e*,2¢ — e}, —€} + 2¢k, e > yan-grubunu ve C[S,] = C[X3, X1 X5, X' X3, Xa]
polinom halkasim tanimlariz. Uygun degisken doniigiimii ile

C[S,] = C[Z1, Z2, Z3, Z4) /I
elde ederiz. C|[S,]| halkasinin iiretecleri arasinda
Z1Z3 = Z22, Z1Z4 = ZzZ?, ve Z2Z4 = Z32 (632)

bagintilar: vardir. éyleyse I =< 7173 — 22,217y — ZisZi3, ZoZy — Z2 > dir. Dolayisiyla
Xa = Spec(C[S,]) = V(I) olur.

Simdi X4 varyetesinin yoriingelerini bulalim. Ty = (C*)? cebirsel torusunun X, izerine
etkisi, Ty X Xa4 — X4

(£, ) > (tyuy, Bty g, 17 Hous, taus)

ile tammbhdar.

S, yari-grubunun iireteclerini v; = €}, v = 2¢} — €}, v3 = —e] + 2e3 ve v4 = €} ile
gosterelim. o konisinin 1-boyutlu yiizleri

7 =< (1,2) >=<e; +2e2> ve 1, =< (2,1)’ >=<2e; + &3 >

iki boyutlu yiizii koninin kendisi ve 0-boyutlu yiizii 74 =< (0,0)* >= {0} dur. 5. bdliimde
oldugu gibi bu yiizlere kargilik gelen 6zel noktalar: bulalim:

T =< e + 2y > ise T =< 2% — e;,—2¢} + € > dir. Bu durumda, v, € 75~ ve
vi,v3,v4 ¢ 71 oldugu icin tanim 5.5’den z,, = (0,1,0,0) olur. Oyleyse z,, noktasma

kargilik gelen yo6riinge

0,, = {(0,#3t;*,0,0) € C*}
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elde edilir.

T, =< 2e; + ey > ise 73 =< —e} + 2e},e} — 2¢4 > dir. Bu durumda, vz € 7 ve
v1,V9,v & T5 oldugu igin z,, = (0,0,1,0) olur. Oyleyse z,, noktasma kargihk gelen

yoriinge
O, ={(0,0,#7'43,0) € C*}

elde edilir.

73 = o ise 73 = {0} dir. Bu durumda, v1, v, v3,v4 ¢ 75" oldugu i¢in z,, = (0,0, 0,0) olur.

Oyleyse Z,, noktasina kargilik gelen yoriinge
0., = {(0,0,0,0) € C*}

elde edilir.
s = {0} ise 7{- =< Fe, Fei >= My dir. Bu durumda, v, va, vs,v4 € 74 oldugu igin
Z., = (1,1,1,1) olur ve bu noktaya karsilik

01'4 = {(tla t%t2_17t1_1t§2 t2) € (c4}

yoriingesi elde edilir. Dolaywsiyla X4 = | [}, O(r;) dir.
A matrisine Algoritma 2’yi uygularsak matrise eklenecek yeni bir satirm bulunmadigim
goriiriiz. Bu yiizden I'(A) = V(1) dir. [1

Onerme 6.27 C[S] ve C[Sy] iki polinom halkas olsun. O halde C[S;] = C[S;) ise S1 = Sy

olur.

Ispat. C[Sy] = C[S,] oldugunu kabul edelim.

ClS]| = ClZi" Z5*2 - - - Zpn, Zi™ 2372 - - - Z02n .. Z§¥m Z3m2 . . .« Z%mn] olsun. C[S] ve C[Sy]
izomorf halkalar oldugundan aym boyuta sahiptirler. Dolayisiyla her iki polinom halkas:
da C[Zy,..., Z,] halkasinn altkiimesidir. O halde C[S;] — C[S,] izomorfizmas:

aix a1 ... Qip aix a2 ... Qin T 0o ... 0
o1 Qo9 ... Qap o1 G99 ... Qop 0 To ... 0

: S R P I (6.33)
U1 Gma --. Gmp Ul Qs .. Oy 0 0 ... =z,

kural ile taniml bir lineer doniigiimdiir (Hoffman ve Kunze, 1971). Oyleyse
(C[S ] — (C[Zimau . Z:naln, lelazl e Zznazn’ L ,Zflaml . Z:narmn]. (6.34)

olur.
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(6.33) matrisleri aym zamanda S; ve S, yari-gruplarinin iireteclerini tammlar:

S1 = <auér+...+0men, ..., 8mi1 + ...+ Gppem >,
Sy = <zap€1+ ...+ Tpl1nen, ..., L10m1€1 + . .. + TnlonCm > . (6.35)

Dolayisiyla S; ve S, icin de (6.33) doniigtimii ile Sy & S, saglanir. [

Ornek olarak C[S)] = C[Z1, Z12Z, Z1Z2] ve C[Ss) = C[Z¥, ZF Z22, 7% Z2*2] polinom
halkalarin: ele alahm.

C[S1] — CIS,] agagrdaki lineer doniigiimle tanimhdir:

1 10 ; O
T 0

1 =1 1 (0 )= T1 29 .

1 12 T2 T 229

Ayni zamanda bu matrisler ile S; ve S, yari-gruplarinin iireteclerini belirleriz:

N = O

S = <e,et+es e +2e >

Sy = < xie1,T1€63 + Xaes, Tr€1 + 220e5 > .

Boylece 5; 22 S, olur.
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6.4 Uygulama

Torsal varyetelerin geometrik dzelliklerini, torsal olmayan varyetelere gore daha kolay an-
layabiliyoruz. Bu amagla, Altmok ve Tosun (2004) ¢ahsmasinda, verilen agirliklandirilmig
bir grafa kargihk gelen bir torsal varyete olugturulmugtur. Biz, yaptiklarimzin bir uygu-
lamas: olarak, ¢ok iyi bilinen A, agirhklandirlmg grafina karsiik gelen torsal varyeteyi
olugturaca@iz. Ancak normal varyete ile olan iligkisine deginmeyecegiz.

Once A,, gafimi tamiyalim: Grafin tepelerini Cy, ..., C, ile gosterelim. Her 1 igin,

(i=1,...,n), C; tepesi w; = 2 ile agrhklandirilmigtur.

Simdi

G = {E m;C; | m; € Z}. (6.36)
=1

grubunu gdzoniine alalm. Her 7 icin, (C; - C;) = —2, (Ci—1 - C;) = 1 ve diger biitin

durumlarda (C; - C;) = 0 olmak iizere, A, grafina agagidaki gekilde bir matris kargilik
gelir:

(C1-C) (C1-Co) ... (Ci-Cy)
(Cy-Cy) (Co-Cy) ... (C3-Ch)

I Ci-Cjll= : : : : (6.37)
(Cp-Cy) (Cp-Co) ... (Co-Cy)

G grubunun, bu matrisi kullanarak tanimlayacagimiz

EX(A,) ={Y € G| her i igin (Y - C;) <0} (6.38)

altkiimesini gozoniine alahm. Y,Y’ € £¥(4,) igin (Y +Y") - C;=(Y - C)) + (Y- C;) <0
oldugundan (Y +Y’) € £¥(A,) olur. Bu da, £1(A,) kiimesinin bir yari-grup oldugu
anlamma gelir. Bu yari-gruba Lipman yari-grubu denir. || C; - C; || matrisi tamm ve
A, gafinin baglantih olmasi, Lipman yari-grubunun her zaman bogtan farkhi olmasim
gerektirir (Altmok ve Tosun, 2004).

Bundan bagka, £7(A,,) yar-grubu, R® uzayinda bir tam rasyonel digbiikey koni tammlar.
Oyleyse, bu koniye kargilik gelen bir torsal varyeteden sézedebiliriz. iglemlerimizi ba-
sitlegtirmek i¢in n = 2 durumunu gozoniine alahm. (A) grafi ve kargilik gelen egriler

Sekil 6.1°deki gibidir.
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O——mm——>0 _-—
C2

Sekil 6.1 (Ag) grafi ve Cy, C; egrilerinin birbirlerine gére durumlar.
E1(A,) yari-grubunun Q iizerindeki iireteclerini bulalim:
Onerme 6.28 (Altinok ve Tosun, 2004) £¥(As) yam—grdbu Q tizerinde
Y: =2C; + Cyve Yo = C; + 20, (6.39)
vektorler: ile dretilmigtir.

Bu 6nermeyi kullanarak, (A;) grafina kargilik gelen torsal varyeteyi bulahm:
Yani, 0 =< Y; = 2e; + €3, Y3 = €1 + 2e2 > geklindedir. Bu koniye kargilik gelen C-cebri

C[S,] = C[X3, X2X,, X1 X2, X3 (6.40)
dir (Altinok ve Tosun, 2004). Buradan

ne(2219) o)
matrisini buluruz. Yukarda gérdiigiimiiz gibi bu matrise kargilik gelen torsal varyete

Ip, =< Z1Z3 — 73,7174 — ZaZ3, ZoZon — Z3 > (6.42)
idealinin sifir kiimesidir. A matrisinin tanimladig torsal kiimeyi

T(4z) = {(v1, viye 1195, 93) € C'}

olarak bulmugtuk. I'(4;) = X4, oldugunu da biliyoruz (bkz. Ornek 6.26). Bu kez,
varyetenin yoriingelerini inceleyerek bu esitligi gormeye ¢aligalim: Bunun igin, Ay mat-
risinin satirlan ile v; = (1,0,0,0), v2 = (0,0,0,1) vektorlerini buluruz. Bu vektorler ile
F,, =< (0,3) > ve F,, =< (3,0)* > yiizleri tammlanir. O halde Q(43) =< F,,, F,, >
dir. Bu yiizlere

Pr,, =(0,0,0,1) ve Pg, =(1,0,0,0) (6.43)
o6zel noktalar: karsilik gelir. Boylece

O(Pr,) = {(#£,0,0,0)€ C*} ve O(Ps,)={(0,0,0,3) € C%} (6.44)
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yoriingelerini elde ederiz. Aynica y, = 1 ve y2 = 1igin (1,1,1,1) € I'(4p) dir. (1,1,1,1)
noktas: F,, = o yiiziine kargilik gelen 6zel noktadir. Oyleyse, o konisi de Q(A,) kiimesine
aittir. Bundan bagka, y; = 0 ve y; = 0 ile Pr,, = (0,0,0,0) € I'(Az) noktasim elde ederiz.
Bu noktalar ile

O(Pr,) = {(&, 1312, ta13,13) € C*},
O(Pr,,) = {(0,0,0,0) € c*}

yoriingelerini buluruz. Boylece As matrisi ile X4, varyetesinin tiim yoriingelerini elde
edebildigimiz i¢in X4, = I'(4p) dir. O
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7. SONUC

Bir koniden ve bir fandan nasil torsal varyete elde edebilecegimizi inceledik. Bunun icin
ornekler verdik. Bunun yam sira, torsal varyetelerin yoriingelerinin yapisim1 anlamaya
caligtik. Son boliimde, torsal varyeteleri matrislerden yola cikarak elde edebildigimizi
gosterdik. Ayrica, yoriingelerin birbirlerine gore durumlarimn, Ay grafina kargibk gelen
C; ve Cy egrilerinin birbirlerine gore durumlar: ile aym oldugunu gordiik. Oyleyse, A, e
kargilik gelen torsal varyetenin yoriingelerinin yapisiin, yine A, e kargihk gelen egrilerin
yapisi ile aym olup olmadig: sorusunun cevabu ilging olabilir.
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