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OZET
Bu c¢alismada iki boyutlu geometrik non-lineer problemlerine karsi gelen smmir deger
problemleri sonlu elemanlar yéntemi (FEM) ile sayisal olarak incelenmisgtir.

Serit malzemesinin blinye denklemleri Akbarov ve Guz stireklilik teorisi gergevesinde ele
alinmigtir. Ele alinan problem degisken katsayili kismi tiirevli non-lineer diferansiyel
denklemler sistemidir. Bu problemin analitik ¢6ziimli imkansiz oldugundan sonlu elemanlar
y6ntemi ile sayisal olarak incelenmistir.

Ele alman problemin matematiksel formiilasyonu verilmistir. Varyasyon formiilasyonu
olusturulmus ve sonlu eleman modellemesi yapilmistir. Sonlu elemanlar sonucunda olusan
non-lineer denklemler sisteminin sayisal ¢dztimiinde Newton-Raphson ySntemi kullanilmugtur.
Newton-Raphson yo¢ntemi ile problemi belirleyen parametrelerin yakinsaklik sinirlan
belirlenmeye caligilmigtir. Belirlenen bu simirdan biyiik degerler i¢in Newton-Raphson
yontemi ile elde edilen sayisal sonuglar iraksak olmaktadir.

Gerilme dagilimlarina ait sayisal sonuglar grafikler halinde verilmigtir. Bu sonuglarin ayrica
yorumlar1 yapilmigtir.

Anahtar kelimeler: Non-lineer simir deger problemi, Sonlu Eleman y6ntemi, Newton-
Raphson yontemi, yakinsaklik.
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ABSTRACT

In this work, we study two-dimensional geometric non-linear boundary value problems and
we use finite emenet method to solve the problem.

The constitutive relations of the trip material are taken within the framework of the continuum
theory by Akbarov and Guz. The problem we discuss here is non-linear partial derivative
differential equation system with variable coefficient. Because analytic solutions of the
problem is impossible; we solve the problem using numerical analysis —Finite Element-
method.

Mathematical formulation of the problem is given. Variational formulation of the problem is
formed and maden using finite element model. Newton-Raphson method is used non-linear
algebraic equations system which forms as result of finite elements. We are tried to determine
convergence boundaries of parameters which determined problem by Newton-Raphson
method. Numerical results obtained with Newton-Raphson method are being divergent for
great values determined this boundary.

Numerical results of stress dispersal are given as graphics. Furthermore, this results of
comments are maden.

Keywords: Non-linear boundary value problem, Finite Element method, Newton-Raphson
method, convergence.
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1. GIRiS
1.1 Sonlu Elemanlar Hakkinda Kisa Bilgi

Giinfimiizde, diferansiyel denklemlerle ilgili problemlerin bilgisayarda ¢dzlimlenmesi
agisindan en kapsamli ve evrensel yontem, “ Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM) * dir. Bu
yontemin klasik sonlu farklar yonteminden baghica farki, bunun sinir deger problemini degil,
varyasyonel problemi temel almasidir. Bu nedenle sonlu elemanlar y&ntemi, bilimsel ve
teknolojik problemlerin sayisal ¢6ziimlenmesinde en g¢ok kullamlan yontemlerin baginda
gelmektedir (Hasanoglu, 2001).

Sonlu elemanlar ySntemi, matematikgilerden ¢ok ingaat, makine, ugak, niikleer -enerji
mithendisligi gibi ¢esitli miihendislik dallarinin karsilagtiklarn karmasik problemlerin
¢ozlimlerini bulmakta kullanilan sayisal ¢6ziim yontemlerinden birisidir (Barkanov, 2001).
FEM’ in bulunusunun kesin bir tarihini vermek oldukg¢a zordur; ancak FEM ilk olarak 1950’11
yillarda ingaat miihendisleri tarafindan gerilme analizi problemlerine uygulanmistir. FEM” in
koklerini ti¢ farkli aragtirma grubuna dayandirabiliriz (Bathe, 1996):

Uygulamal1 matematikgiler: R. Courant
Fizikgiler: J. L. Synge

Miihendisler: J. H. Argyris ve S. Kelsey

FEM konusundaki ilk yazlar, J.H. Argyris ve S.Kélsey; M.J. Turner, R.W. Colough, H.C.
Martin ve L.J. Topp; R.W. Colough tarafindan yazilmistir (Bathe, 1996). Sonlu eleman ismi
ise ilk kez R.W. Colough’un yazisinda kullamlmigtir (Bathe, 1996). Ik 6nemli makaleler ise,
T.H. Argyris; O.C. Zienkiewicz ve Y.K. Cheung tarafindan kaleme alinmuigtir (Bathe, 1996).
FEM ilk olarak yapi alaminda uygulanmugtir. Yapi alani digindaki problemlerin FEM ile
gﬁiﬁrnﬁ 1960’11 yillarda baglamistir. Ornegin, Zienkiewicz ve Cheung 1965°de, sonlu eleman
yontemi ile Poisson denklemini ¢ozmiistiir (Bathe, 1996).

FEM’ de bilgisayar programlarinin kullanilmas: kaginilmazdir; ¢linkii elde edilen ¢ok sayida
denklemin ¢6ziimiinii elle yapmak ¢ok zaman almakta, bazen de miimkiin olmamaktadir. Bu
sebepten otiirii genel amagli sonlu elemanlar paket programlarn 1970°li yillardan itibaren



ortaya ¢ikmaya baglamigtir. 1980°li yillarin sonlarina dogru ise artik paket programlar mikro
bilgisayarlarda kullanilmaya baglanmugtir. Giintimiizde FEM’ le ilgili programcilik yapan
birgok ticari sirket bulunmaktadir. 1990 yillarinin ortalan itibariyle FEM ve uygulamalariyla
ilgili yaklasik olarak 40.000’ in lizerinde makale ve kitap yayinlanmgtir [1].

1.2 Tez Konusuna Ait Bilgiler

Bilindigi gibi dogada olusan pek ¢ok fiziksel, mekaniksel gibi olaylarin matematiksel
formtilasyonu lineer veya lineer olmayan sinir deger problemleri seklindedir. Bu problemler
cogunlukla degisken katsayili diferansiyel denklemler sistemi seklinde ifade edilmektedir. Bu
olaylarin incelenebilmesi igin bu lineer ve non-lineer problemlerin ¢dziilmesi gerekmektedir.
Ancak non-lineer problemlerin ¢6ziimiiniin bulunabilmesi son derece zor ve hatta imkansiz

oldugundan bdylesi problemler ancak sayisal olarak incelenebilmektedir.

Sayisal ¢oziimlerde ayrklastirma islemi uygulanmaktadir. (Reddy, 1985), (Zienkiewicz ve
Taylor, 1989; Zienkiewicz ve Taylor, 1991) kaynaklarinda oldugu gibi ayriklagtirma iglemi
cogunlukla sonlu elemanlar ynteminin uygulamasi ile yapilmaktadir. Bu islem sonunda simir
deger problemlerinin incelenmesi; problem lineer ise lineer denklemler sisteminin, non-

lineeer ise non-lineer denklemler sisteminin incelenmesine indirgenir.

Bilindigi gibi lineer denklemler sisteminin ¢6ziimiiniin elde edilmesinde temelde higbir zorluk .
yoktur. Ancak non-lineer denklem sisteminde sayisal ¢oziimlerin elde edilmesinde bir takim
zorluklar vardir. Bu ayriklagtirmanin ve non-lineer denklem sisteminin ¢6ziilmesinin genel
tekniklerinin gelistirilmesi (Eason ve Motel,1977; Bergan vd., 1978; Matthies ve Strang,
1979; Malkus ,1980; Sarma ve Varadan, 1984; Zeid, 1985; Clarke ve Hancock,1990;
Petrangeli ve Ciampi, 1997) makalelerinde yapilmustir. Bu makalelerde non-lineer
denklemler sisteminin ¢dziilmesinde Newton-Raphson yontemi ya da Degistirilmis Newton
Raphson ydntemi kullamilir. Ayrica bu makalelerde incelene en 6nemli soru iterasyonlardan
elde edilen sayisal sonuglann yakinsaklig: sorusudur. Yakinsaklik her bir problem igin 6zel
olarak aragtirilir ve problem parametrelerinin yakinsaklik smnirini belirleyen degerleri bulunur.
Bilindigi gibi non-lineer denklem sisteminin ¢6ziilmesinde kullanilan y6ntem Newton-
Raphson y6ntemidir. Bu yontemde ardigik olarak her bir iterasyonda non-lineer denklem
sistemi bilinen yontemlerle ¢oziiltir. Buradaki zorluk iterasyon sayisinin artmas: ile elde

edilen sayisal sonuglarin birbirinden uzaklagmasi, yani yakinsak olmamasidir.

Bu nedenle non-lineer sinir deger problemlerinin sayisal olarak incelenmesini igeren



arastirmalarin biiyikk ¢ogunlugu yakinsaklik smirinin belirlenmesine aittir, 6rnegin (Selim,
1999a ; 1999b).

Stirekli ortamlar mekaniginde sinir deger problemlerinin sonlu elemanlar ile incelenmesi ile
ilgili aragtirmalar 1960’11 yillarda yapilmaya baglanmugtir. 1960—1972 tarihleri arasinda
yapilan aragtirmalarin kisa ozetleri (Crisfield, 1991)’ de verilmigtir. Non-lineer sinir deger
problemlerinin sonlu elemanlar yontemi ile ¢6ziilmesine ait arastirmalarin genis Gzeti
(Crisfield, 1997)’de verilmektedir. Geometrik non-lineer ve diger non-lineer problemlere ait
matematiksel problemlerin FEM agisindan formiilasyonunun yapilmasi ve bazi basit

problemlere uygulanmas: (Gadala, Dokainish, Oravas , 1984)’ de verilmektedir.



2. PROBLEMIN MATEMATIKSEL FORMULASYONU VE SONLU ELEMAN
MODELLEMES{

2.1 Matematiksel Formiilasyonu

Caligmada
Q={0<x,</,0<x,<h}

¢oziim bolgesinde saglanan

o ou, ou, | 8 ou, du,
—| oy, 1+ +0o, + Oyl 1+—|+0,, —|=0
63;1 L o, .8x2 3x2 axl 6x2

—| oy —=+o,| 1+—= ||+ Oy +oy,l 1+—=1{|=0
x| o Ox, 0x, Ox, ox,

kismi tlirevli non-lineer diferansiyel denklemler sistemi ele alinmaktadir. Q bolgesi, x,

yontinde ¢ uzunlugunda ve x, yoniinde # yiiksekliginde olan, yapisinda x, yoniinde egrilik

bulunduran bir seridi temsil etmektedir. Serit ve serit malzemesinin yapisinin geometrisi

Sekil 2.1° de verilmektedir. $ekil 2.1°de belirtilen 4, A ve & ele alinan malzeme yapisindaki

egilmeleri karakterize eden geometrik parametrelerdir.

b x,

Sekil 2.1. Serit ve serit malzemesinin yapisimn geometrisi



A, Ox, ekseni boyunca egriligin dalga uzunlugudur. &, Ox,x, koordinat sistemi orijinin Ox,
ekseni boyunca malzeme yapisindaki egriligi gosteren ¢izginin Ox, ekseni ile kesigtigi ilk
noktaya olan uzaklifini ifade eder.

Ele alinan problemin biinye denklemi

c=De (2.3)
seklindedir. (2.3) esitliginde asagidaki notasyonlar kabul edilmistir.
&n oy Ay (%) A,(x) 24(x)
E=|&y |, 6=|0y |, D=4,(x) Ap(x) 245(x) (2.4)
2P on Ag(x)) Ay(x) 244(x))

Burada 4, (x,)’ ler serit malzemesinin mekanik Ozelliklerini belirten normalize edilmisg

fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlarin ifadesi B6liim 3” de verilmigtir.

Sekil degistirme ve yerdegistirme bagintilart

- Ou,
g _ L) ou M | Ouy O i j,a=12 2.5)
2\ ax,  ax, o, ox,

olarak ifade edilir. (2.3) bagmtisi (2.4) ve (2.5) ifadelerini g6z 6niine alarak asagidaki gibi

yazalim;

oy =48y + Apsy +24548,
Oy = Apsy + dpsy +2458, (2.6)
Oy = Aig&y + A€y +2448),
(2.6) denkleminde o’ ler gerilme tansorii bilesenleri, £, ler sekil degistirme tansorii
bilesenleri ve u,” ler ise yerdegistirme vektorii bilesenlerini ifade etmektedir. (2.5)’ deki ¢,

denklemini daha agik bir sekilde asagidaki gibi yazabiliriz;

R CANEAN
"o 2flox ox,
R CANENS
2o, 2|\ox ox,



1 (au1 Oy oy uy  Ou, Ou, J @

En=7
2{ox, ©o&x, ox 0x, Ox Ox,

Tez kapsaminda (2.2) - (2.5) denklemler sisteminin incelenmesi asagidaki simir kogullari
gercevesinde yapilmaktadr.

Smir Kosullar :

ullx,:() = u2|x,=0 = O
' ou ou

o-”(l+%)+0',2—‘ =0, 0'“%+0'12(1+—2) =0

axl axz x =t ax] 2 ix=t
on(l+—)+oy s Oy +o,(1+ )

1 2 |x,=0,h 1 2 dx=0
ou
Oy —=t+ou(l+—=2)  =-g (2.8)
1 ox, -

Bu smir kosullar: dortgen seridin x, =0,4 taraflani tizerinde Ox, ekseni yoniinde etki
gosteren kuvvetlerin sifir oldugunu, x, =0’ da Ox,ekseni yoniinde etki gdsteren kuvvetin
sifir oldugunu, x, =/ tarafi tizerinde Ox, ekseni yoniinde etki gosteren kuvvetin — g ye esit
oldugunu, x, =£° de Ox, ve Ox, yoniinde etki gdsteren kuvvetlerin sifir oldugunu ve

x, =0’ da Ox, ve Ox, yoniindeki yerdegistirmelerin sifir oldugunu gostermektedir.

Boylelikle ele alinan (2.2) - (2.5) , (2.8) smir deger problemi, uzunlugu ¢ ve yiiksekligi 4
olan ve x, =0’ da ankastre mesnetli, x; =£° de serbest olan egrisel yapiya sahip kompozit

malzemeden yapilmig bir seridin x, =/’ da iiniform (diizglin) basing altinda egilmesine ait

bir problemi ifade etmektedir.

(2.7 de verilen g, sekil degistirme bagintilari non-lineer oldugundan siirekli ortamlar

mekaniginde ele aldifimiz non-lineer problem geometrik non-lineer problem olarak
adlandiriimaktadir.



22 Varyasyon Formiilasyonu

Bir 6nceki boliimde matematiksel ifadesi verilen non-lineer denklemler sisteminin varyasyon

ifadesini bulalim. Bu ifadeyi bulmak icin, bakilan cisimdeki potansiyel enerjiyi ifade eden

== [fo,5,d02- jq,uds ij=1,2 29
Q %

l\J

fonksiyonelinden yararlanalim. Virtiel i prensibine gore, yerdegistirmeler cinsinden verilen
smir  kogullari  virtiiel yerdegistirmeler igin de saglamirsa, (2.9) fonksiyonelinin
yerdegistirmelere gére 1. mertebeden varyasyonunun sifira esitlifinden, (2.2) denklemleri ve

gerilmelere gére verilen sinir kogullan elde edilir.

(2.9) fonksiyonelinde g, siirda etki gdsteren dis kuvvetleri, S, ise Q bolgesini simriayan
yiizeyde kuvvetin etki ettigi kismu belirtmektedir.
Simdi virtliel is prensibini kullanarak (2.2) - (2.5) denklemlerinin ve gerilmelere gére verilen

simr kosullarinin elde edildigini gosterelim. Fonksiyonelin yerdegistirmelere gore 1.

mertebeden varyasyonunu sifira esitleyelim.

a1 = [[o,05,dQ~ [g,6u,dS =0 (2.10)
Q

S,

(2.10) ifadesinde

. Odu,
Ok, 1 oo, L 0oty O + Ouy 00U, i,j,a=12 (2.11)
2 &x; 0ox ox, o&x, ox, Ox
esitlikleri yazilip yerine konulursa
1 = [[(0,,88,, +0,86,, +20,,66,)dQ - [(q,6u, +q,8u,)dS =0 (2.12)
Q S
A= H ol 6F +—% ol Lt yro,| 6 2 04|00
Ox, T ox, ) oox,

Bu, \ddu du, \Odu
0',{(5," +-5x-"-) Bx: +(5§ + axkj axk J}dﬁ—g!(c],&t, +q,8u,)dS =0

1 2 1



+ [0'12(14-%)—8&{1 ro, 200 O 0% +au(1+§f’£]a&‘2 )}dﬂ 2.13)
o ox ox

~ [(@6u, +g,84,)dS =0
S‘I

elde edilir. (2.13) denkleminde

i [35% ) = (&), (2.14)

Ox

J

notasyonu kullanilarak denklemde gerekli gruplandirmalar yapilirsa,

ou ou ou Ou
81 = 1+ %4 o (1424 2
| !}J‘{[q,[ -t = ]'F% oy }(&1] ), +[o-_2 (1+ o )+ o, e }(&;2 ), +

ou Bu ou ou
[0'22 EI—J’ 021[1 +§1]:|(5u1 ), +|:0'“ gu 0,2(1 +§2ﬂ(&1’2 ), }dQ (2.15)
2 1 1 2

— [(q,6u, +q,6u,)dS =0
S’I

elde edilir. (2.15) varyasyon ifadesindeki integraller

[0 = ](’](.mz)dxl

. h h 4 ¢
[ds = O, o + [0, L6 + [0, o0 + O, 9
s, 0 0 0 0
(2.16)

seklinde oldugundan (2.15) ifadesi

A1 =d1,, +d1,, +dl,, +d1,, —6l, =6, —dl, =, =0 (2.17)



bigiminde yazilabilir. Burada

e du Bu, |ddu
al, = Oy 1+— +°'12‘_L — |dx, dx,
ol 0 ox) ox, | ox

el nfT T
ou Ou, |0du
A1, =j j[ 0'22(1+—a 2J+0'12————“ 2de2 dx,
_ 0 X, ox; | o,

e
ou, Ou, ||0du
— 4 1+—2% 2 \dx 2.18
6‘( o ox, 0'12[ 3 21] o, ] 1}@2 ( )

ol = J.(%&’ﬁ "'ng”zjx,:odxz

0
A
ol I(‘J]&‘] + 425”2)1x,=edx2
0

’
ol = J-(‘h&‘] +Q25“21x,=0dx1
0
14

8l = [(g:0m + 4,4, ) ., (2.19)

0

dir. (2.18) ifadelerinde dI,, ve dI,° de x,'e; dI,, ve dl,,” de x,' ye gore kismi
integrasyon uygulanirsa agagidaki ifadeler elde edilir.

h
dx, - J.[O'” (1 + %j +0, a—ul—}é' u,
0x, O0x,
x=f 0

he
-” 2 0'11[1+% +0'12% Su,dxdx,
Jol0x 0x, ) ox,

h

oIl = j|:011(1+%)+012% ou,
ox, ox,

0

dx, -

x=0




A A
ou ou
511, J[Glla—xz-f-an[l J:|5u2 dx, J‘[G”E—xz-+an[l+ Hé’uz dx, -
: 1 2 fmt : 1 2 40
” 9 |6 2% o [149% || |50 a0,
ox, ox, )
e 9 i ‘ G a
ST, IGZI 14+ 24 2 “ Su dxl-I oyl 1+=— ou Su,| dx-
0x; 2 0 ox 2
0 xy=h ;=0
¢ h 5 5
” 9 lo 1424 1 a, 8 u,d, dx
ox, 0x, )
0
¢ ¢
811y, J.O'ZI%+0'22 1+ ou, dxl-J.O'ZI?—Z-d—2—+0'22 1_,_?_’{2_ ou, dx, -
Ox, A 0x, 0x,
0 x2=h Q X2=0

¢ h
0 6u2 ou

- _ + 1+ —= || |0 u,dx,dx, 2.20

J.J.(axz [621 Ox, 22( Ox, J:l] "2 ( )

00

(2.19) ve (2.20) ifadelerini (2.17)' de yerine yazip daha sonra d&u, ve du,' lere gore
gruplandirdigimizda

ANl =T,+T,,+71,+T,,+R=0 (2.21)

denklemini elde ederiz. (2.21) denkleminde

h du, ) Ou, }
= oyl l+—|+0o q,0u
JH{ 11( a7, Oy ox, 1 1
Ju ou
- {l:all(l’i"-a?z)'l"o’lz 5;;—}—%}5141

x=t
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1205 0%, o [1.8% )4 05 0% o [, 0% sy lear,  @22)
ox, ox, ox, Ox, o0x, ox,

dir. (2.8)’ de u,’ lere gore verilen suur kogullarim du; ’ ler de sagladigindan,
Su, leo = c§‘uz|x1=0 =0 (2.23)

olur ve bunun sonucunda Ju,’ lerin bu degerlerini igeren ifadeler 0 olur. Ayrica 5“1L o

&lllqrz=0,h , §u2|xl=€ , 5”2|x2=o,h ifadeleri de keyfi olduklarindan katsayilari ayri ayn sifira

esitlenerek ve

000 = 2 won =05 4|, =], , =0 ' (2.24)

x2=o = 0’ qZ

oldugu goz dniine alinarak (2.2) denklemleri ve (2.8)’ deki
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0'”(1+ ’)+0'12 Zu’ ot =0
1
( bu
o +0, 1+-—2)x= =—q
% . 2 2, )
O,y + 0T, 1+——6u2jx=0 =0
ox, ™
1 2
oy Zzz +°'12(1+ ZZJ,\:Ff =0
-0 2
Ou ou
o-n(l+———6xzj+a2z —ale sye0n =0 (2.25)

sinir kosullan: elde edilir. (2.21) esitliginde kalanlar1 yazarsak ele alinan problemin varyasyon

formiilasyonunun agik ifadesinin

ht
&T:—j - (o8 1+—(-31‘l +O_‘2% +_6_ 0, 1+?—ul +o,2@1— ou, +
ool Lo ox, ox, | Ox, 0x, ~ ox,
_6_ 0'“-6&+0'12 1+%~ +—6— o'niu—z+o'22 1+—6£1 ou, |dx,dx, +
ox, ox, 0x, 0%, 0x, ox,

[qéu, =0 (2.26)
oldugu goriiliir.

2.3 Sonlu Eleman Modellemesi

(2.2) - (2.5) denklem sisteminin saglandift Q = {0 <x,24;08x, < h} bolgesini M adet

sonlu elemana bolelim ;

a=UQ, 2.27)
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Bilindigi gibi FEM uygulamasinda Q, elemanlari ¢esitli sekillerde secilebilir. Eleman

formunun belirlenmesi ele alinan bolgenin gekliyle ilgilidir. Bolge dortgen oldugundan

arastirmalar i¢in dortgen eleman sekli se¢ilmigtir (Sekil 2.2).

2 n
‘l‘l =1
g ="1 “_T».4 e7 3.{
o é ::l
J o8 . 9 6= €
| {
a : !
s 2
l fzo i B : B ]’] =-1
i
‘_ﬁﬁ . xIO .

*1

Sekil 2.2. Segilen sonlu eleman formu ve diiiim noktalar

Her bir sonlu elemanda 9 duglim noktasi alinnmstir ve 2. mertebeden Lagrange sekil
fonksiyonlar1 kullamlmigtir. Bu sekil fonksiyonlar: (Zienkiewicz, Taylor, 1989)’ da verilen

teknie uygun olarak her bir sonlu eleman i¢in normalize edilmis

_ XXy Xy T Xy
g="T0 g BT
¥i] 174

koordinatlar ile asagidaki gibi yazabiliriz;

Mm@ -Omm Ne=p =0 s Ny =-2@ D )

Ny =g €O Ny=-2@ D0 - Ny =2 (€60 D

N, =@M s Ne=—2@H @05 Ny=E D) @28)
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Her bir Q, sonlu elemaninda aranan yerdegistirmeleri

u' =N’ (2.29)
seklinde ifade edelim. Burada

W) = (%) 45(3,5,))

(al)r =(“111 u;l uf9 ”;9)

N,_(N{ONQONQONQON;ONQON;0N§0N;‘0

(2.30)
0O NNO N.O N O N, 0O N O N O N O N 0 N

dir. Burada ¢ indisleri uygun biytikliiklerin hangi €, sonlu elemanina ait oldugunu
gostermektedir. a‘ vektdriiniin bilesenlefi ises €, sonlu elemanimin nodlarindaki

yerdegistirmeleridir. Bu bilesenlerin birinci alt indisleri yerdegistirmelerin yo6niin, ikinci alt

indisleri ise nodun lokal numarasini1 géstermektedir.

(2.9) ifadesinde

i [(haa = f“ j 8o

j ()dS = i [)as (2.31)
5, =1 gt

ayriklastirmasini yapip ve (2.9) ifadesinin 1. mertebeden varyasyonunu sifira egitleyerek yani

_dIl(a)
" oa

SII Sa=0 (2.32)

islemini yaparak a bilinmeyen vektorii i¢in
P@)=r (2.33)

non-lineer denklemler sistemi elde edilir.

(2.31)y deki M;, Ox, ekseni boyunca x, =h swmurna bitisik olan elemanlarn sayisidir.

(2.33)’ deki r vektSriintin bilesenleri nodlardaki kuvvetleri gdstermektedir ve bilesenleri

(2.26) ifadesindeki son teriminden yani
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>.q Jual, (2.34)

ifadesinden hesaplanmaktadir. Burada £, =0, £, =£’dirve £,—£, = AL, ler, Q,’ nin

x, = h simrina bitigik olan sonlu elemanlanin Ox, ekseni boyunca olan uzunlugudur.
Y(a)’ nin Hesabi

(2.15) ifadesinde

Bu, aNu
ax x,
(6u,) ZXN Su, ; s,m=1,2;i=1,2,---,9 (2.35)

m

ifadeleri yazilip du;, ve du,,’ lere gore gruplandirma yapildiginda
M

¥(@)=) ¥'(a)
t=1

(@) =(¥r@), ¥l @),.. ¥ @), ¥ @) (2.36)

olur. Burada

Yi(a')= J‘I(\P{I(a —L+ P, (a' ) ) dQ,

. ON, oN.
Yi(a')= ﬂ[‘f’él (') =L+ ¥, (a' ‘]dQ, 2.37)
Q ox, X,
dr.
oN, oN,
Y, =0y, "'E]uu) +0, ax_zuzi
aN, oN,
Y, =0,0+ B;Tuu) +0y, Euw

aN ON,
VY, =0 — P Uy +o(l+— o ~Uy;)
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ON, ON,
Y, =0, —U, + 0, (1+—u,,
22 12 a ] 2i 22( a \ 21)

seklinde olup, ¥/, (a’), ¥, (a"), ¥,,(a"),¥,, (a')’ nin agik ifadeleri asagidaki gibidir;

2 2
, oN, , 1((oN, oN,
LPn(a')={x4u(xl) -aTlufm +5[(6_xl—u{”’J +( ox, ufmJ HJF

i 2 2
ON
+ AIZ (xl = u;m +l aNm ullm + aNm u;m +
Ox, 2|\ Ox, ox,

n n ! m m {
+ A5 (x;) Uy T P Uy, + . Uy Uy, T

aNm t aNm { aAfn t
+ 5 Uy, Uy, |7 1+ uy,
5 ox, ox,
N 1{(aN * (&N ?
+ Al6('x1) a—m—u{m ar ( 2 ullm] +[ = u;m] +
kG 2({ Ox, ox,
oN 1{(an. , ) (&N :
+ Ay (x)) _i”;m e —m”;m + - “ém +
ox, 2{\ Ox, ox,

oN
+ A66(x1)[ 3 Uy, + Uy, + Uy uy, +
X X

S’

2 2
ON 1{{ON ON
Wh(@") = 4y () —uy,, +— oy, | | U, +
@) 16 ( 1){ 2%, U, 2[( ox, um) (axl uZm] H

2 2
TUES Laravumn | W R AW i
ox, 2|\ Ox, Ox,




ON, , ON, |,
+A66(xl) ulm+ 6x u2m+ ulm ax ulm+

r
+A26(x1) aNm ullm + aNm u;m + aNm ullm aNm ultm +
ox, O0x, o0x, Ox,

2 2
. 6N, , 1[(oN, |, ON, |
Y, (@)= A]l(xl){—é-;]—ultm "“2“{( 8%, ulm] +(W”zm} H"‘
[oN 1{(aN * (8N ?
+A12 (xl) ——_m'u;m +— _'iultm + = u;m +
ox, 2{\ 0x, ox,

+4,4(x)) xm U, +
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[ 2 2
0
+A26 (xl) aNm u;m +-1_ 6Nm ultm + Nm u;m +
ox, 2(\ Ox, ox,

N, .
+ A (X)) =, + 8xm Uy, +

2 2
, oN, 1|[{ON,, ., ON,,
l;Pzz(a'): Alé(xl)[_a';ullm-l-i[[ a7, ulm] "'[ ox, u;rn] H"’

(2.38)
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Boylece sonlu elemanlar modellemesi sonucunda degisken katsayili kismi tiirevli non-lineer
diferansiyel denklemler sistemi, non-lineer denklemler sistemine indirgenmis olur. (2.33)
non-lineer denklem sisteminde non-lineer terimler ihmal edilirse (Yahnioglu, 1996) da

verilen

Ka=r (2.39)

lineer denklemler sistemi elde edilir. Burada K’ ya rijitlik ya da stifness matrisi ad1 verilir.

Simdi (2.33) non-lineer denklemler sisteminin ¢6zlim islemlerini agiklayalim.

2.4 Newton-Raphson Yontemi

oldugunu varsayalim. Caligmamizda a, vektdrii, (2.33) non-lineer denklemlerine karg: gelen
(2.39) lineer denklem sisteminin ¢6ziimi olarak almmustir. a,, (2.33)’ de verilen non-lineer

denklem sisteminin ¢6zlimii olmadigindan r - ¥(a, ) farklan hesaplanir. Yani

r,=r—%¥(a,) (2.40)
ifadesi hesaplanir. Daha sonra a, ’a Ja, artimi verilir ve a vektorii olarak

a,.=ao+§a] (2.41)

vektorii segilir. (2.33)’ de yerine yazilirsa,

Y(,+da)=r (2.42)

olur. Burada

Y(a,+0oa,) z‘I’(ao)+(z—\P da, (2.43)
: al,.

alinip (2.42)° de yerine yazilirsa



T(a0)+a—q: da, =r = oY oa, =r-¥(@,)=r, (2.44)
oa 2=y Oa 2,
elde edilir. Buradan
oY
Kr(a)6a,=r; [Kr (a,) = a ] (2.45)

da, bilinmeyenleri igin lineer denklemler sistemi elde edilir. Burada K,(a,) matrisine
birinci iterasyona karsi gelen teget rijitlik (stiffness) matrisi denir. (2.45) denklemler
sisteminden & a, bilinmeyenleri hesaplandiktan sonra a, vektorii (2.41)’den hesaplanir. Aym

islemler a, vektort i¢in tekrarlanir.

Genel olarak ». iterasyon i¢in bu islemler asagidaki sekilde yazilabilir:

a,=a, +da, (2.46)
r,=r—%(,) (2.47)
K,(a, )a,=r, (2.48)
oY
K _ S 2.49
T(an—l) aa Y 4 ( )

(2.46) - (2.49) islemleri a,; ve a, ¢oziimlerinin belli bir kriter ¢ergevesinde yakin olduklar:
duruma kadar devam ettirilir. B6ylece (2.33) non-lineer denklemler sisteminin istenilen
hassasiyetle yaklasik ¢6zlimleri elde edilir. Yukanda agiklanan ydntem Newton-Raphson
yontemi olarak adlandirilir. Bu yontemin uygulanabilmesi imkanlari, yukarida agiklanan
iterasyonlar sonucunda elde edilen sayisal sonuglarin yakinsakligi ile belirlenir. Tezin girig
kisminda Ozetlenen arastirmalardan anlasildigi gibi ele alinan keyfi bir non-lineer problemi
belirleyen parametrelerin belli degisme aralifinda Newton-Raphson yontemi yakinsak sayisal
sonuglar verebilmektedir. Non-lineer problem parametrelerinin sdylenen degisme aralif:
disinda Newton-Raphson y6ntemi yakinsak sonuglar verememektedir. Dolayisiyla problem
parametrelerinin alabilecegi degerler igerisinde bir {ist stur vardir ki parametrelerin degeri bu

siur agtiginda Newton-Raphson yontemi yakinsak sayisal sonuglar verememektedir.
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2.5 Teget Stiffness Matrisinin Olusturulmasi

K, teget rijitlik matrisi

M
K, =Y Kj

=]

seklinde ifade edilmektedir. Burada K * nin bilegenleri olan K}g. > ler

Ky = [feide, 5 ij=1..9

Qu

den bulunmaktadir ve ij matrisinin elemanlar ise

OF; 0¥ (0F,0N, O, N, O N, ¥ N,
ouj; Ouy | _| Ouj Ov,  Ou; O, Ouy, Ox,  Buy; Ox,

G. = =
| ow, O¥, v, N, N ¥, oN, &%, oN, N 0¥, N,
du;;  duy, Ouj; Ox; Ow, Ox, Ouy, Ox, Ouy,; Ox,
seklindedir. Burada

! ! ON, ! ON,
0T 0% 14 0Nyt Yoty ot 1 20 Ny 1 T
Ou;,  Ouy, ox, 0x, Ouy, 0x, ox,

t t t
6‘1:” _ 60'1“ (1+6N,,, ul,m)_l_ao-:z ON, "

Ou,; Ou,, ox, Ou,; 0x,

! ! ON, ! ON,
8‘1’:2 _ 60'1’2 (1+6Nm u Yoty S 60"22 oN, ot 20
Ou;  Ouy ox, ox, Ouy; Ox, ox,

¢ t 4
6‘1’{12 _ 60'}2 a+ ON, WY+ 60'122 oN, "

Ou,, Ouy, ox, Ou,; Ox,

t t t

6‘1"21 _ 60':1 ON, W+ 60"12 (l+6Nm )
Ou;; 0wy, Ox U 0x,
0¥, 0o, 0N, |, . ON; 9o ON ON,

. 12 m 1! 1 J
= + 1+ Uy )+ O —
duy; Ouy, 0x Ox, Ouy, ox, ox,

(2.50)

2.51)

(2.52)



22

0w, odol,dN, , 0o, ,. 0N,
PR t Uy T l (1
Ou;, Ouy; Ox Ou

2m)

u
2
ox, "

t t aN N
My 000 Oy 101,704 0% ey
duy;, Ouy; 0Ox Ox, Ou,, ox,

t t t ¢ 1 t
dir. Burada doy 0gy, 0oy 0o, 00y, 00y

¢ [ t t 0’ [ H
Ou,;, Ou,;, Ouy; Ou,, Ou, 0Ju,,

ooy og! oe; de,
L= Ay (%) + Ay () 22+ 24, (x ) 2
auu auu ou! i’ U
oo, oe og!
,“ = 4y, (%) -+ 4, (x ) o +24,4(x 1) 12
Ou,, uzj auzj z,
oo ¢! o’ Oe!
P) :2 = Ai(x 1) 11 + 4y (x ) 22 +24g5 (%, )6 L2

Uy 1, U 1,
oo! de! oe! £
3 ,12 A () — ” + Ay (x 1) 22 +244(x )

u 2/ 21 2,/
00, dgf de, dgf,
P 2= A, (x 1) o +A22( ) 2 +24,(x 1)6 2

Uy, 11 1;

4 t
60,22 =4, (%) —— 68:l + 4, (x 1) Ocp +24,6(x )6812
Ou,; Ou,, Ou,, duy,
seklinde olup

og,, ON, ON, , ON,
i = + uln
Ou;; 0x, 0Ox

68111 _6N P aNJ
du,, Ox

agéz oN u' aN}
du;; Ox, " B,

tiirevleri ise

(2.53)

(2.54)
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0y _ON, 0N, , ON,

du,; Ox, 0x, ox,

68152 laNJ aNj aN” ‘ ON a-NJ

n t

; + Uy, +———uy, )
Ou;; 2 0x, 0Ox 0x, ox, ox,

68112 _l aN} a'ZVJ 6Nn t a]\,n ¢ aNJ

= + uh, +——"ul
du,, 2 0x, 0x 0x, ~ 0x 7 0x,

) (2.55)

K, ve K matrislerinin bilesenleri hesaplamitken 4, (x,)’ lerin her bir Q, elemam

cercevesinde fonksiyonlar olarak géz Oniine alinmasi gerektiinden, ele alman problemin
sonlu elemanlara ait bilinen paket programlarla incelenmesi miimkiin olmamaktadir. Bu
nedenle sayisal sonuglar elde edebilmek igin gerekli olan programlar tarafimizdan
hazirlanmistir. Integraller 10 Gauss noktasi kullanilarak Gauss Integrasyon yontemi ile
hesaplanmigtir. Yukarida bahsedilen programlar FORTRAN programlama dili kullamlarak

hazirlanmustir. Problemin algoritmasi Ek1’de verilmistir.

Yukaridaki islemlerde goriildiigii gibi ele alinan problemde yerdegistirme esaslhi FEM

kullanilmigtir. Yani ele alinan alani ayriklagtiran eleman nodlarinda bilinmeyenler olarak
ancak yerdegistirmeler alinmistir. Geriye kalan biiyiiklikler, yani o’ ler (gerilmeler), £, ler
(sekil degistirmeler), (2.6) ve (2.7) formiillerinin ayriklagtirilmus formlarinda bulunan
yerdegistirmeler kullamlarak elde edilir. Goriildiigti gibi bu ¢aligmada yerdegistirmeler, ele
alman Q alaninda x, ve x, koordinatlarmin C° stirekliligine sahip fonksiyonlardir ve
bundan dolay1 (2.6) ve (2.7) formiilleri yardimiyla elde edilen o, ve g, ler elemanlar arast
simrlarda genellikle sigramalar yaparak siireksiz fonksiyonlar olurlar. Boyle bir durum gergek

dagilima uygun gelmediginden, bu durumun ortadan kaldirilmasi i¢in arastirilan problemin

sonlu elemanlar ile modellenmesinin izleyen sekilde gelistirilmesi yapilabilir:

Bu gelistirmede;  siireksiz gerilme dagilimlarinin, belli esaslandirilmis kurallar ile
stireklilestirilmesi yoluna gidilir ve bu siireklilestirme iglemlerine varyasyonel iyilestirme adi
verilir. Bu gelistirmede iki agama soz konusudur. Birinci asamada, yukarida sdylenen

yerdegistirmeler bulunur. Ikinci asamada ise gerilmeler (o’ ler ), onlarin nodlardaki degeri

belirli kurallarla secilmis sekil fonksiyonlar1 yardimiyla (2.29) un benzeri olarak asagidaki
gibi ifade edilir:
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o=N,o (2.56)
Burada
Oy o _
6=|6G,y | ; G=(0‘1, G2, s GM),
G2
o1
6: =| 6 (=12, ... M) (2.57)
B T

seklindedir. Burada N_ gekil fonksiyonlari matrisini, 6; vektSriiniin bilesenleri ise
nodlardaki gerilmeleri gdstermektedir. Cogu zaman N sekil fonksiyonlar1 (2.28)" deki sekil
fonksiyonlarimin aynist alinir. Ele alian sonlu elemanlar igin N, matris formunda agagidaki

gibi yazilabilir.
N, =(N', N?, .., N¥) (2.58)
Burada N’ (i=1,2,---,M )’ ler (2.30)’ da gdsterildigi gibidir.

Yukaridaki o; vektdriin bilegenlerinin bulunmasi En Kiigiik Kareler Yontemi kullanilarak elde
edilir. Bu durumda,

Q= I j(o—&)zdﬁ (2.59)
Q
fonksiyoneline bakilir ve bu fonksiyonelin varyasyonu sifira esitlenerek 6 vektorinin
bilesenleri i¢in
00 =0, =12 ; k=12,..,.M (2.60)
oo

ijk

denklemler sistemi elde edilir. (2.60)’ daki 6 vektdriiniin bilegenleri olan 6, ler (2.6) ve

(2.7) formtilleri yardimu ile elde edilen gerilmelerdir.

Bu ¢aligmada yerdegistirme esash FEM kullanildigindan ele alinan problemdeki gerilmelerin
stireklestirilmesi igin (2.56) - (2.60) yaklagimi kullanilmugtir.
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3. SAYISAL SONUCLAR

3.1 Problem Parametreleri ve Degerleri

Serit malzemesinin birbirini tekrarlayan iki tiir homojen izotrop malzemeden olugan ¢ok katl

bir ortam oldugunu varsayarak, (Christensen,1979; Akbarov ve Guz, 2000)’ e gore Ag

sabitleri agagidaki formiiller yardimryla belirlenir.

(/1(1)+2/J(1))“'(/1(2)+2#(2))
(/1(1)_*_2#(1)),7(2) +(2(2)+2’u(2))77(1)

Ags - Al°2 = /1(1)77(1) +/1(2)ﬂ (2)_,7(1)77(2)(2(1) 1@

(2’(1) _1(2))2

1o 4o (1) My, (1) @ @),
5(1411*'1412)=(/1 +2u D + (AP +24P)p TGO 22)p® 4 (4D 424y 0

1
Sy =) =nOuCenOp®

n,, @
O o = ﬂ()#)
66 — 44 T (D), (2) ), (1)

.U()?? +,u()77()

A =nOuV+qPpu® G.1)

dir. Burada A% , 4 (#=1,2) yukarida adi gegen izotrop malzemelerin mekaniksel
sabitleridir, 7® ise bu malzemelerin olugturduklari ortamdaki yogunlugunu gdsterir. 4
ve u® sabitlerinin £’ (elastisite modiilit) ve v’ (Poisson orant) sabitleri ile olan

E(k)
T 2(1+ v W)

py O g

ﬂ(k) 7

_ "
(1+ v Y1 -2v®y 7’

(3.2)

ifadelerinden kullamlmigtir.

(2.4)’de verilen D matrisinin elemanlar1 (Akbarov ve Guz 1991,2000) teorisine gére 4, (x,)
fonksiyonlar1 A,;’ sabitleri ve malzeme yapisindaki egriligi gosteren F(x,)=¢& f(x,)

fonksiyonunun yardim ile agagida verilen formiillerle hesaplanmigtir:
4, (x) = Alolq;);t (%) + 2A102(D]2 (x, )(D§ (x;)+ Agzq)g (x)+ 4’Aé)6q)12 (xl)q)g (%))

A, (x) = (A101 + Agz - 4‘426)@% (x, )CD% (x)+ Aloz ((Df (x,) + (D; (x1))
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A6 (x,) = (A = 4}y +245)D] (x)D, (x,) + (4, — Ay —24g)D, (x,)D3 (x,)
Ay (%)) = A3 D5 (x,) + 24507 ()5 (%,) + A3, Df (x,) + 4 Age D7 (x,) D (x,)
Ay (%) = (A = A +245) D, (x)D3 (%,) + (4g, — A —245)D] (x,)@, (x,)
Ags (x,) = (A7) =247 + 43)D] ()@ (x,) + g (D (x,) + @5 (x,) -2} (x)D3(x,))  (3.3)

() = — 0, x) =2l o, (x,) (3.4)
S 2 0x,
1+ (86—)

X

Calismada serit malzeme yapisindaki egriligin  periyodik olduu varsayilmis ve
F(x,) =& f(x,) fonksiyonu

F(x)=ef(x,)= ASin(izj—\x—' + 5j - %Asm[fj\x—‘ + 5) (3.5)

A
seklinde alinmistir. 4 <A kabul edilerek yukaridaki £ parametresini &= N olarak alalim.

Ele alman probleminin matematiksel formiilasyonundan goriildiigli gibi bu problemi
belirleyen parametreler agagidaki biiyiikliiklerdir:

E B, Vis Vyu s Ty, By 4, g, A, 6, A (3.6)
Caligmada parametrelerin degerleri agagidaki gibi alinmusgtir:

E,/E=5,10,20; h/{=01; £=0.0,0.05,0.1; £/A=8

vi=v,=03;, n=n=05; dJ&=xn/2.

Caligmada P/E, degerlerinin degisiminin sayisal sonuglarin yakimsaklifina etkisi incelenir.
P/E, geometrik non-lineeritenin derecesini gosteren parametredir. Bu incelemeler
sonucunda &yle P°/E, degeri belirlenir ki P/E, <P"/E durumunda elde edilen sayisal
degerler yakmsak, P/E,>P"/E, durumunda ise iraksak olur. P"/E, ‘e yakinsaklk sinri

denir ve bu simir Newton-Raphson y6ntemi kullanilarak belirlenir.

Yakinsaklik kriteri
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(m (n-1)

o —o4 P <a~0(107) 3.7

kabul edilir. Burada », iterasyon sayisii gostermektedir.

Sekil 3.1’ de E,/E, =5, €=0.1, h/£=0.1, P/E =0 (lineer durumu) durumunda Ox,
ekseni yoniindeki ¢esitli sonlu elemanlar igin %, yerdegistirmesinin x, /£’ ye gére yayilim
verilmistir. Bu grafik bélgenin x, = 4 kesitinde ¢izilmigtir. M, Ox, ekseni ydniindeki sonlu
eleman sayisini; N, Ox,; ekseni yoniindeki sonlu eleman sayisim gostermektedir. Bu grafikten

goriildiigi gibi sonlu eleman sayismin N =20, M =4 degerlerinin belirlendigi sayidan daha
fazla arttirilmasi sonuglar {izerinde dikkate deger derecede etkili olmamakta ve elde edilen
sayisal sonuglar hemen hemen ¢akigmaktadir. Bu nedenle bilgisayar programlarinin

calistirilmasinda zaman ve hafizanin ekonomik kullanimi agisindan sayisal incelemelerde

bolgesinde Ox, ekseni yoniinde 20, Ox, ekseni ybniinde 4 sonlu eleman kullamlmustir.

3.2 Uygun Lineer Problemin Gerilme Yayilimlar

Asagida verecegimiz sekillerde o, /q ve o,,/q gerilmeleri bolgenin x, =h/2 kesitinde,

oy, /q gerilmesi ise x, = h kesitinde ¢izilmisgtir.

E,/E =5,¢&=0, h/£=0.1, P/E, =0 (lineer durumu) durumunda o, /q, 0y,/q, 0,/¢
gerilmelerinin x, /4’ ye gore yayilimlan sirastyla Sekil 3.2, Sekil 3.3, Sekil 3.4° de
verilmisgtir.
E,/E =5, ¢=0.1, h/£=0.1, P/E =0 (lineer durumu) durumunda o, /g9, o,/q,
0, /q gerilmelerinin x, /£’ ye gore yayilimlan swrasiyla Sekil 3.5, Sekil 3.6, Sekil 3.7° de
verilmigtir.
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EJE=5,e=0.1, h/t=0.1, x,=h
+——+——+ N=20, M=4
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Sekil 3.1. E,/E, =5, €=0.1, h/£=0.1, P/E, =0 (lineer durumu) durumunda Ox, ekseni
yoniindeki gesitli sonlu elemanlar sayis1 i¢in elde edilen sayisal sonuglarinin yakisakligs
(x, = h kesitinde)
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3.3 Yakinsaklik Simirlarmin Belirlenmesi

Yakinsaklik st o,,° ler i¢in belirlenmistir. o, i¢in belirlenen yakinsaklik sinin
problemin tlimiiniin yakinsaklik simir1 gibi kabul edilebilmektedir. Yapilan aragtirmalar ve

elde edilen sayisal sonuglar incelenen durumlarda o,,’ nin x, =4/2 kesitinde mutlak
degerce maksimal oldugunu gdstermektedir. Bu nedenden dolayt o, /g’ nin degerleri

x, = h/2’ de hesap edilmistir.

E,/E =5,10,20 degerlerinde £=0.0 ve ¢£=0.1 durumunda buldugumuz P’/E,
yakmsaklik sinirlar Cizelge 3.1° de verilmektedir.

Cizelge 3.1. h/£=0.1, E,/E, =5,10, 20 degerlerinde £ = 0.0 ve £ = 0.1 durumunda
P’/ E, yakinsaklik sinirlan

£=0.0 £=0.1
E,/E E,/E,
5 10 20 5 10 20

P*/E, |0.0062 | 0.0066 | 0.007 | 0.0051 | 0.0046 | 0.004

Iterasyon .
11 7 22 10 8 5

Sayis1

E,/lE =5, £=0.1, hit=0.1 durumunda  Newton-Raphson  yontemi ile
P/E, =0.0051, 0.0052, 0.0053 degerlerinde bulunan sayisal sonuglar siras1 ile Cizelge 3.2,

Cizelge 3.3 ve Cizelge 3.4’ de verilmektedir. Bu ¢izelgelerde verilen ¢ok sayida
iterasyonlarda bulunan sayisal sonuglar karsilastirildiginda (3.7) kriteri ¢ercevesinde

yakimsaklik sinirnin P*/ E, = 0.0051 oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 3.2. P/ E, =0.0051 (yakinsaklik simn), E,/E, =5, £ =0.1, #/£ =0.1 durumunda
05, /g’ ler igin farkl: iterasyonlarda elde edilen sayisal sonuglar

x1/¢
Iterasyon

No 0.250 | 0.365 0.490 0.600 0.700 0.830 0.935 0.100
1. 460.764 804.53811121.65111331.869 | 1478.208 [ 1540.279|1564.125 | 1499.630
2. 145.9141290.442 | 428.582 | 519.207 | 581.871 | 609.388 | 619.461 | 593.862
3. 27.990 | 78.119 | 133.070 | 169.604 | 194.647 | 206.336 | 210.259 | 201.458
4, 1.076 | 9.063 | 24.648 | 35.628 | 43.559 | 47.557 | 48.747 | 46.458
5. -0.594 | -1.478 | 1.289 2.245 3.566 4.123 4.266 3.502

| 6. -1.180 | -2.147 | 0.401 0.356 1.187 1.163 1.181 0.235
7. -1.253 | -2.231 | 0.505 0.413 1.793 2.305 2.954 1.777
8. -1.357 | -2.494 | 0.055 -0.585 0.287 0.045 0.341 -0.840
9. -1.404 | -2.576 | 0.049 -0.631 0.327 0.111 0.544 -0.748
10. -1.417 | -2.607 | -0.008 | -0.752 0.127 -0.218 0.143 -1.155
11. -1.418 | -2.609 | -0.009 | -0.755 0.125 -0.223 0.139 -1.161
12. -1.418 | -2.609 | -0.009 | -0.755 0.125 -0.223 0.139 -1.151

13. -1.418 | -2.609 | -0.009 | -0.755 0.125 -0.223 0.139 -1.151
14. -1.418 | -2.609 | -0.009 | -0.755 0.125 -0.223 0.139 -1.151
15. -1.418 | -2.609 -0.009. -0.755 0.125 -0.223 0.139 -1.151
16. -1.418 | -2.609 | -0.009 | -0.755 0.125 -0.223 0.139 -1.151
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Cizelge 3.3. P/E, =0.0052, E,/E, =5, £=0.1, #/£=0.1 durumunda o, /g’ ler igin
farkli iterasyonlarda elde edilen sayisal sonuglar

Iterasyon x /L
‘No 0.250 | 0.365 0.490 0.600 0.700 0.830 0.935 0.100
1. 472.176 | 823.043|1147.442|1360.880 [ 1510.159{1573.4581597.786 | 1531.907
2. 151.429299.470| 440.564 | 533.154 | 597.183 | 625.262 | 635.558 | 609.299
3. 30.039 | 82.188 | 138.718 | 176.270 | 201.994 | 213.968 | 218.002 | 208.887
4. 1.346 | 10.196 | 26.618 | 38.184 | 46.477 | 50.648 | 51.894 | 49.485
5. -0.507 | -1.374 | 1.507 2.643 4.073 4.701 4.862 4.091
6. -1.169 | -2.099 | 0.341 0.259 1.007 0.952 0.943 0.019
7. -1.242 | -2.154 | 0.664 0.667 2.198 2.908 3.677 2.472
8. -1.359 | -2.457 | 0.037 -0.600 0.239 -0.016 0.264 -0.913
9. -1.414 | -2.543 | 0.045 -0.615 0.338 0.139 0.580 -0.713
10. -1.396 | -2.547 | -0.000 -0.734 0.128 -0.211 0.145 -1.150
11. -1.414 | -2.563 | -0.011 -0.740 0.124 -0.217 0.141 -1.157
12. -1.433 | -2.580 | -0.012 -0.743 0.125 -0.218 0.141 -1.157
13. -1.423 | -2.571 _0‘012' -0.742 0.124 -0.218 0.141 -1.157 |
14. -1.405 | -2.556 | -0.010 -0.738 0.125 -0.217 0.142 -1.156
15. -1.419 | -2.567 | -0.011 -0.741 0.124 -0.217 0.141 -1.157
16. -1.270 | -2.462 | 0.013 -0.713 0.135 -0.204 0.153 -1.146
17. -1.363 | -2.535 | 0.002 0.730 0.132 -0.211 0.148 -1.151
18. -1.423 | -2.570 | -0.011 -0.742 0.124 -0.218 0.141 -1.157
19. -1.397 | -2.550 | -0.009 | -0.737 0.125 -0.216 0.142 -1.156
20. -1.414 | -2.563 | -0.011 -0.740 0.125 -0.217 0.148 -1.157
21. -1.433 | -2.580 | -0.012 -0.743 0.125 -0.218 0.141 -1.157
22. -1.423 -2.571 | -0.012 -0.742 0.124 -0.218 0.141 -1.157
23. -1.407 | -2.557 | -0.010 -0.739 0.125 -0.217 0.141 -1.156
24, -1.420 | -2.568 | -0.011 -0.741 0.124 -0.217 0.141 -1.157
25. -1.370 | -2.530 | -0.000 -0.732 0.127 -0.214 0.143 -1.154
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Cizelge 3.4. P/E =0.0053, E,/E, =5, £=0.1, #/£=0.1 durumunda o,,/q’ lerigin
farkli iterasyonlarda elde edilen sayisal sonuglar

x /¢
iter;syon 0.250 | 0.365 | 0.490 0.600 0.700 0.830 0.935 0.100
0
1. 483.564 1841.512|1172.194|1389.849|1542.065|1606.591 | 1631.401 | 1564.141
2. 156.945|308.475| 452.511 | 547.060 | 612.450 | 641.088 | 651.609 | 624.692
3. 32.131 | 86.281 | 144.372 | 182.933 | 209.332 | 221.589 | 225.733 | 216.304
4. 1.642 | 11.376 | 28.642 | 40.788 | 49.441 | 53.785 | 55.086 | 52.556
5. -0463 | -1.257 | 1.750 3.078 4.622 5.324 5.550 4.723
6. -1.152 | -2.053 | 0.289 0.182 0.860 0.787 0.759 | -0.143
7. -1.240 | -2.087 | 0.778 0.922 2.610 3.522 4413 3.180
8. -1.404 | -2.472 | 0.010 | -0.629 | 0.200 | -0.060 0.220 | -0.960
9. -1.398 | -2.488 | 0.062 | -0.586 | 0.355 0.159 0.597 | -0.697
10. -1.407 | -2.516 | -0.011 | -0.723 0.126 | -0.208 0.145 | -1.149
11. -1.353 | -2.475 | -0.000 | -0.715 0.128 | -0.206 0.147 | -1.148
12. -1.391 | -2.505 | -0.010 | -0.722 | 0.125 | -0.210 0.144 | -1.151
13. -1.127°} -2.536 | -0.012 | -0.729 | 0.125 | -0.212 | 0.144 | -1.152
14. -1.413 | -2.522 | -0.013 | -0.726 | 0.124 | -0.212 0.143 -1.153
15. -1.390 | -2.503 | -0.011 | -0.722 0.125 | -0.210 | 0.144 -1.152
16. -1.417 | -2.527 | -0.012 | -0.727 | 0.125 | -0.211 0.144 | -1.152
17. -1.401 | -2.512 | -0.012 | -0.724 0.125 | -0.211 0.144 | -1.152
18. -1.342 | -2.543 | 0.037 | -0.711 0.159 | -0.189 | 0.172 | -1.129
19. -1.419 | -2.552 | -0.000 | -0.728 0.132 | -0.208 0.149 | -1.148
20. -1.452 | -2.557 | -0.015 | -0.733 0.125 | -0.213 0.143 -1.153
21. -1.431 | -2.538 | -0.014 | -0.730 | 0.124 | -0.212 | 0.143 -1.153
22. -1.414 | -2.523 | -0.013 | -0.727 | 0.124 | -0.212 | 0.143 -1.153
23. -1.390 | -2.503 | -0.011 | -0.722 0.125 | -0.210 0.144 | -1.152
24. -1416 | -2.525 | -0.012 | -0.727 0.125 | -0.211 0.144 | -1.152
25. -1.399 | 2,510 | -0.012 | -0.724 | 0.125 | -0.211 0.144 | -1.152
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3.4 Sayisal Sonuc¢larin Yorumlanmas:
Cizelge 3.5, Cizelge 3.6, Cizelge 3.7 de P/E =0.004, h/£=0.1, £=0.0 ve £=0.1
durumunda E,/E,’ in gesitli degerleri i¢in sirasiyla o, /¢, o, /¢, o©,,/¢ gerilmelerinin

sayisal sonuglari verilmektedir. Bu g¢izelgelerde sayisal sonuglar _ lineer seklinde

non - lineer
verilmistir. Bu ¢izelgelerden gortildtigti gibi E,/E, degeri arttikga lineer problemin
¢oztimiinden elde edilen sonuglar mutlak degerce artmaktadir. Fakat non-lineerligin bu

sonuglara etkisi E, / £’ in bilylimesiyle azalmaktadur.

Cizelge 3.5. P/E, =0.004, h/t=0.1, £=0.0 ve £ =0.1 durumunda E,/E, degisiminin
‘04, /¢ gerilmesinin x, /£’ ye gore yayilimina etkisi

=00 £=0.1
X/t E,JE, E,/E,
5 10 20 50 5 10 20 50

02so | 20500 | -0.500 | ~0500 | ~0500 [ 4785 [ 9567 | 14997 | 21987

‘ T4304 | 5234 | —4.407 | —2,224 | —1.640 | 2197 | 9.638 | 20,630
065 | 20500 [ -0.500 [ ~0500 [ 0500 | ~4058 [ =7379 | 11171 | ~15839

' 2033 | —2,699 | —2.416 | —1310 | —3.405 | —6.768 | —11.330 | —16.458
0400 | 2000 | 0500 | ~0500 | 0,500 | 1879 | 4211 | 6978 | 1005

' 0850 | —1246 | —1217 | —0,771 | —0.009 | 1593 | 2776 | 9857
000 | %500 [ -0.500 | ~0500 | 0,500 | ~1.866 [ ~3305 | ~5021 | ~7,091

' Z0375 | 0,626 | —0.695 | —0.550 | —0,996 | —2.349 | —4.488 | —6.656
0700 | =050 | =000 | ~0.500 | ~0.500 | 0241 | 0971 | L721 [ 2438
2 T0.075 | 0370 | 0482 | —0471 | 0128 | 0644 | 1460 | 2.867
030 | ~0:500 | ~0500 | ~0.500 | 0,500 | ~0912 | 1315 | ~1767 | -2354

: —0.049 | —0243 | —0392 | —0,452 | 0314 | —0.731 | —1.447 | — 1680
0035 | 20500 | 0500 | ~0500 | -0.500 [ ~0313 [ -0.175 [ 0,004 | 0,120

‘ 20,012 | —0214 | 0399 | 0463 | 0106 | 0153 | 0192 | 0847
o100 | Z0:500 | =050 | ~0.500 | ~0,500 | -0.684 [ -0.794 | ~0.866 | 0949

' 0931 | —1,010 | —0.929 | Z0.686 | —1220 | —1323 | —1449 | —0.996

lterasyon| g 7 5 4 9 6 5 3
No
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Cizelge 3.6. P/E, =0.004, h/£=0.1, £=0.0 ve £ =0.1 durumunda E,/E, degisiminin
o,/ q gerilmesinin x, /£’ ye gére yayilimina etkisi

=00 e=0.1
x4 E,lE E,/E,
5 10 20 50 5 10 20 50
0.250 168,200 | 167,842 | 167,156 | 165,557 | 138,553 | 107,809 | 69,467 | 17,990
’ 90,433 | 71,674 | 157,082 | 164,683 | 71,846 | 77,093 | 60,915 | 15,126
0.365 120,548 | 120,200 | 119,495 | 117,464 | 145,835 | 173,953 | 211,145 | 265,171
) 60,204 | 68,328 | 112,070 | 116,801 | 68,634 | 116,121 | 180,681 | 262,363
0.490 71,579 | 77,230 | 76,521 | 74,404 | 65,262 | 52,329 | 36,128 | 14,107
) 38,520 | 31,602 | 73,367 | 74,455 | 31,882 | 36,588 | 32,683 | 15,814
0.600 47,451 | 47,094 | 46,379 | 44,248 | 56,398 | 64,458 | 72,607 | 79,615
) 25,091 | 28,244 | 46,474 | 44,876 | 28,685 | 44,614 | 64,452 | 81,817
0.700 26,451 | 26,094 | 25380 | 23,262 | 23,229 | 19,372 | 14,093 6,091
’ 15,956 | 14,465 | 27,359 | 24,210 | 14,839 | 16,171 | 15,130 9,759
0.830 8,268 7,924 7,232 5,250 9,356 9,508 8,653 5,498
’ 7,326 8,220 9,889 6,243 8,551 9,620 | 10,654 | 10,220
0.935 0,860 0,560 | —0,020 | —1,304 0,655 0,257 | -0,267 | -1,137
) 2,531 2,437 1,864 | —0,536 | 2,544 1,995 1,300 2,593
o100 | = 0,208 | —0,231 | —0,245 | —0,234 | — 0,200 | — 0,218 | — 0,220 | - 0,144
N 0,542 0,490 | —-0,144 | 0,047 0,463 0,488 0,366 3,772
Iterasyon
9 7 5 4 9 6 5 3
No
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Cizelge 3.7. P/E, =0.004, h/¢=0.1, £=0.0 ve £=0.1 durumunda E,/E, de8isiminin
o,/ q gerilmesinin x, /£’ ye gore yayilimina etkisi

=00 =01
x4 E,/E, E,/E,
5 10 20 50 5 10 20 50
0250 | = 12,056 | —11917 | -11,812 | —11,624 | —11,887 | —11,626 | —11,464 | —10,932
' -8,056 | —10,062 | -11,310 | —11,621 | —7,363 | —8,755 | —9,596 | —9,697
0.365 -9812 | —9,856 | —9,885 | —9,882 | —9,930 | -10,368 | —11,073 | —11,993
’ -4953 | -7,170 | —8,889 | —9,528 | —4,669 | —7,044 | —9,541 | —11,832
0.490 ~7945 | -7954 | -7961 | —7,962 | —8,039 | —8357 | —8,890 | —9,627
’ -3,102 | —-5106 | -6,822 | —7,692 | —2,803 | —4,721 | —6,741 | —8,840
0.600 | = 6,430 | —6,356 | —6,307 | —6,274 | —6,742 | -7,073 | - 7,465 | — 7,538
) -2,131 | -3,803 | —5,282 | —5,995 | -1994 | —-3,756 | —5,640 | —6,537
0.700 -4,822 | —4,767 | —4,731 | —4,710 | 5,007 | 5,142 | —-5,260 | —5,262
) —-1,446 | —2,765 | —3,943 | —4,465 | —1335 | -2,597 | —-3,911 | -5,484
0830 | = 2,606 | —2,627 | —2,645 | —2,684 | —2,686 | — 2,842 | —-3,079 | —-3,636
’ -0,739 | —-1,548 | -2,258 | -2,517 | -0,736 | —-1,401 | —2,292 | — 2,601
0.935 -1,009 | -1,034 | -1,075 | -1,172 | —1,028 | —1,072 | —1,154 | -1442
' -0352 | -0,726 | —-1,026 | —-1,076 | —0,455 | —0,637 | —0,969 | —2,142
0.100 -0,095 | -0,115 | -0,149 | —-0,223 | -0,091 | —-0,111 | —-0,156 | —2,327
’ -0,084 | -0,175 | -0,225 | —0,158 | —0,213 | -0,124 | -0,201 | ~0,214
Iterasyon
' 9 7 5 4 9 6 5 3
No
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Cizelge 3.8. E,/E, =5, £=0.1, h/£ =0.1 durumunda P/E, degisiminin o, /g
gerilmesinin x, /£’ ye gore yayilimina etkisi

x, /4

fterasyon

No

0.250 | 0.365 | 0.490 | 0.600 | 0.700 | 0.830 | 0.935 | 0.100

Lineer Durum | 4.785 |-4.058| 1.879 | -1.866 | 0.241 | -0.912 | -0.313 | -0.684

p/E, =0.0001 | 4397 |-4.325| 1.800 | -1.919 | 0.245 | -0.918 | -0.299 | -0.755

p/E, =0.0005 | 2.685 |-5.241| 1.394 | -2.068 | 0.233 | -0.915 | -0.243 | -1.017

p/E =0.001 |0.789 |-5.779| 0.879 |-2.052 | 0.206 | -0.828 | -0.154 | -1.212

p/E =0.003 |-1.646|-4.286| 0.100 | -1.250 | 0.195 | -0.345 | 0.156 | -1.176

p/E; =0.004 |-1.640|-3.405| 0.000 | -0.996 | 0.128 | -0.314 | 0.106 | -1.220

E,/E =5, h/£=0.1 olmak lizere; £ = 0.1 durumunda Cizelge 3.8 ve Sekil 3.8’ de o, /¢,
Sekil 3.9’ da 0y, /¢, £ =0.0 durumunda ise $ekil 3.10 ve $ekil 3.11° de sirastyla o, /q ve
0, /q gerilmelerinin x,/£° ye gbére yayilimlann verilmektedir. Burada P/E,’ in bu
gerilmelerin degerlerine ve yayilimina etkisi gosterilmektedir. Bu gizelge ve sekillerden
P/E, arttikga bu gerilme degerlerine geometrik non-lineeritenin etkisinin blyiidtigi
gortlmektedir.

Bu ve bundan sonraki gekillerde kesikli ¢izgiler uygun lineer problemlerden elde edilen

sayisal sonuglan gostermektedir.
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Sekil 3.8. E,/E, =5, £=0.1, #/£=0.1 durumunda P/E, degisiminin o.,,/q
gerilmesinin x, /£’ ye gére yayilimina etkisi
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Sekil 3.11. E,/E, =5, £=0.0, #/£=0.1 durumunda P/E, degisiminin o, /q
gerilmesinin x, /£’ ye gore yayilimina etkisi

Sekil 3.12 ve $ekil 3.13° de swasiyla o,,/q ve o,,/q gerilmelerinin x,/£° ye gore
yayilimlan ¢esitli &£ degerleri i¢in P/E, =0.0001, E,/E, =5, h/{=0.1 durumunda
verilmektedir. Bu sekillerden uygun lineer problemden elde edilen gerilme degerlerine non-

lineeritenin etkisnin serbest ugtan rijit tutturulmus uca dogru giderek biiylidiigii
goriilmektedir.
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Sekil 3.12. P/E, =0.0001, E,/E =5, h/£=0.1 durumunda &£ degisiminin o,,/q
gerilmesinin x, /£’ ye gbre yayilimimna etkisi
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4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Tez kapsaminda yapilan aragtirmalarda elde edilen sonuglar kisaca 6zetlenirse agafidakiler

sOylenebilir.

1.

Akbarov ve Guz’un siireklilik teorisi ¢ercevesinde elastisite teorisinin diizlem sekil
degistirme durumundaki iki boyutlu geometrik non-lineer problemlerine karsi gelen

sinir deger probleminin matematiksel formiilasyonu verilmisgtir.

Bu problemin mekaniksel agiklamasi verilmistir. Formiilasyonu yapilmis problemin
kismi tiirevli degisken katsayil non-lineer diferansiyel denklemlerin bazi sinir deger

problemine kars1 geldigi gosterilmistir.

Ele alinan probleme karsi gelen kismi tiirevli non-lineer denklem sistemi analitik
¢oziimii imkansiz oldugundan sayisal ¢6ziimii aragtirlmig ve bunun ig¢in Sonlu

Elemanlar y6ntemi kullaniimistir.

Formiilasyonu yapilmis olan non-lineer sinir deger probleminin sonlu elemanlar ile
modellenmesi yapilmistir. Elde edilen non-lineer denklem sisteminin sayisal ¢dziimii

i¢cin Newton-Raphson y6ntemi kullamilmustir.

Sayisal sonuglarin elde edilmesi igin gerekli algoritmalar gelistirilmis ve FORTRAN

program dilinde bu algoritmalar programlastirilmigtir.

Newton-Raphson y6ntemi ile farkli iterasyonlardan elde edilen sayisal sonuglarin

yakinsaklik sinirlarinin problem parametrelerinden bagimlilig1 aragtirilmugtir.

Geometrik non -lineeritenin ele alinan alanda gerilme yayilimina etkisini gosteren

sonuglar tablolar ve grafikler seklinde verilmisgtir.

Tez cergevesinde elde edilen sonuglarin degerlendirilmesi sonucunda ise asafidakileri

soyleyebiliriz:

1.

Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeler mekaniginin statiine uygun gelen,
degisken katsayih, kismi tiirevli non-lineer diferansiyel denklem sisteminin bazi simr

kosullar gergevesinde verilen problem ilk kez sayisal olarak ¢oziilmiigtiir.

Bu aragtirmada Sonlu Elemanlar yontemi kullanilmugtir.

Acikca anlagilan ve grafikler seklinde sayisal sonuglar verilmigtir. Elde edilen sayisal

sonuglar miihendislik bakimindan da yorumlanmagtir.
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EKLER

Ekl Problemin Algoritmasi

1.Adm: Non-lineer sinir deger problemin sonlu eleman modellemesi yapilir. Béylece
problemin ¢oziimii W(a)=r non-lineer denklem sisteminin ¢6zlimiine
indirgenmis olur.

2.Adim: Problem parametreleri girilir.

3.Admm: Non-lineer denklem sisteminde non-lineer terimler kaldirilirsa Ka = r seklinde

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi ¢oziiltir. Coziimii

a, olsun.
4.Adim: ¥(a)=r non-lineer denklem sistemi baslangi¢ ¢6ziimii a, alinarak Newton-

Raphson yontemi ile istenilen yakinsaklikta sayisal ¢oziimii elde edilir.
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